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Resumen

En este trabajo de tesis, se realiza el análisis Hamiltoniano de la acción exótica y de la teoría de

Bonzom-Livine para gravedad en tres dimensiones. En el análisis, se determinan las simetrías de

las teorías y se construyen los paréntesis de Dirac. Adicionalmente, se desarrolla el análisis sim-

pléctico de Faddeev-Jackiw de las teorías bajo estudio, se encuentran los paréntesis generalizados

de Faddeev-Jackiw y se demuestra la equivalencia de dichos paréntesis con los paréntesis de Dirac,

en estos casos. Finalmente, se muestra que todos los resultados encontrados por el método de Dirac

pueden obtenerse con el formalismo de Faddeev-Jackiw siendo éste más corto y práctico que el de

Dirac.



Abstract

In this work, the Hamiltonian analysis for the exotic actionand the Bonzom-Livine theory de-

scribing gravity in three dimensions is performed. We present the symmetries of the theories under

study and the Dirac brackets are constructed. In addition, by using the symplectic framework of

Faddeev-Jackiw all the relevant Dirac’s results are reproduced; we prove that the Dirac brackets and

the generalized Faddeev-Jackiw brackets coincide with each other, and we show that the symplectic

method is more economic than Dirac’s one.
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Capítulo 1

Introducción

Uno de los grandes retos de la física actual es encontrar la formulación de una teoría cuántica

de la gravedad, es decir, encontrar una teoría que logre la unificación de Relatividad General y la

mecánica cuántica de una manera consistente. A pesar de que la mecánica cuántica y la Relativi-

dad General [RG] son dificilmente compatibles debido a que tienen formulaciones conceptuales y

matemáticas muy diferentes. Las pasadas dos décadas han sido de intensa investigación teórica con

la intención de aclarar el camino y poder así obtener una teoría cuántica de la gravitación. Mucho

del trabajo desarrollado en esas dos décadas, ha sido enfocado al entendimiento de las simetrías

que están presentes en una teoría singular, tanto a nivel clásico como a nivel cuántico. Ejemplos de

teorías singulares son; la teoría de RG, el modelo estándar de la física de partículas, teoría de cuer-

das y la teoría de Yang-Mills. El estudio de las teorías singulares1 es de mucha importancia, dado

que en los casos más interesantes, llega a presentar una simetría muy relevante llamada simetría

de norma, la cual nos da una clase de equivalencia entre estados físicos. Para el estudio a nivel

clásico y cuántico de una teoría singular, tenemos a la mano un formalismo muy poderoso llamado

el formalismo de Dirac [1–3]. Mucho de los grandes logros quese han dado en el entendimiento de

la física de partículas, se debe al análisis de Dirac, puestoque nos ha dado un panorama general de

cómo es la evolución dinámica de los grados de libertad tantoa nivel clásico como a nivel cuántico,

particularmente hablando de los grados de libertad de la interacción electromagnética, electrodébil

y de la interacción fuerte [4]. Por otro lado, también dentrodel contexto de gravedad encontramos

grandes avances que han permitido entender clásicamente laevolución dinámica de los grados de

libertad del campo gravitacional, un ejemplo de ello se puede encontrar en la formulación llamada

1Una teoría singular es aquella en la cual la matriz dada por∂ 2L
∂ q̇n∂ q̇m es igual a cero.

1
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ADM debida a Arnowitt-Deser-Misner [5], donde los grados de libertad son los asociados a la 3-

métrica del espacio y su momento canónicamente conjugado. De la formulaciónADM uno obtiene

información física relevante como es: el campo gravitacional tiene dos grados de libertad físicos por

punto del espacio, las transformaciones de norma son los difeomorfismos y el Hamiltoniano exten-

dido es una combinación lineal de restricciones. Sin embargo, al querer realizar la cuantización, uno

encuentra varios problemas debido a que la no linealidad delcampo gravitacional se manifiesta en

las restricciones, y resolver dichas restricciones en estaformulación, la cual es una parte importante

para cuantizar la teoría, hasta la fecha no ha sido posible [6].

Por otra parte, debido a las complicaciones que uno encuentra en la formulaciónADM y tomando

en cuenta el éxito que se encuentra en las teorías de norma, nace la intención de reformular la RG

como una teoría de conexiones análoga a la teoría de Yang-Mills, es decir, una teoría donde la vari-

able de configuración sea una conexión en vez de la 3-métrica que se usa en la formulaciónADM.

Esta formulación es conocida como Palatini [7], donde las variables de campo ahora son una té-

trada y una conexión (llamada conexión de espín) valuada en el álgebra del grupoSO(3,1). Dichas

variables proporcionan las ecuaciones de movimiento del campo gravitacional. La formulación de

Palatini tiene la ventaja de que ahora la RG puede verse como una teoría de conexiones, sin embargo,

al realizar el análisis hamiltoniano uno encuentra restricciones de primera y segunda clase, y como

sabemos, la presencia de restricciones de segunda clase noslleva a generalizar el paréntesis de Pois-

son al de Dirac. Este hecho hace que dicha formulación sea tediosa, dado que las restricciones de

segunda clase no tienen una estructura sencilla y es por elloque se inicia la búsqueda de otra formu-

lación la cuál simplifique el análisis hamiltoniano tal comolo podemos ver en las referencias [8–19].

De esta manera, nace en los 80’s la formulación de Ashtekar donde ahora la variable dinámica es

una conexión valuada enSL(2,C) [8]. Una de las ventajas de la formulación de Ashtekar, es quese

elimina el término de potencial que está presente en la restricción Hamiltoniana de la formulación

ADM. En efecto, las restricciones en la formulación de Ashtekar son polinomiales, sin embargo, la

simplicidad de las restricciones se ve opacada debido a que dicha formulación describe RG com-

pleja, y si se quiere extraer los grados de libertad reales deRG, uno tiene que imponer condiciones de

realidad sobre las variables del espacio fase de la teoría. Cabe mencionar, que dichas condiciones

de realidad dificultan el tratamiento cuántico de la teoría.Después de los trabajos de Ashtekar,

vinieron trabajos como los de Samuel [13], Capovilla-Dell-Jacobson-Mason [18], donde ahora se

trabaja con la formulación autodual de RG, sin embargo, dichas formulaciones siguen describiendo

RG compleja. El panorama de la formulación Hamiltoniana de RG en términos de una conexión

real se vio aclarado hasta los años 90’s, cuando Barbero [16]desarrolla la formulación Hamilto-
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niana de RG empleando una conexión real valuada en el grupoSO(3). Cabe mencionar que en la

formulación de Barbero para RG Lorentziana la no polinomialidad de la restricción Hamiltoniana se

hace nuevamente presente, para el caso de RG Euclideana las restricciones mantienen su sencillez

y estructura polinomial. Un año más tarde de que Barbero presentara su formulación, Holst [17]

encuentra a nivel Lagrangiano una acción que incluye los casos ADM, Ashtekar y Barbero, dicha

acción depende de un parámetro llamado parámetro de Barbero-Immirzi, y dependiendo de los val-

ores que tome dicho parámetro se pueden obtener las diversasformulaciones de RG previamente

citadas.

Por otra parte, debido a las complicaciones que se encuentran en los diversos análisis Hamil-

tonianos de RG, nace la inquietud de analizar a la teoría gravitacional en dimensiones menores a

cuatro. Por ejemplo RG en tres dimensiones, esto con el objetivo de que parte de lo aprendido y

desarrollado en el caso 3D, se pueda aplicar o extender para el caso de gravedad en 4D.

Los trabajos sobre gravedad en 3D se remontan hasta alrededor de 1963, cuando Staruszkiewicz

expone que los efectos geométricos globales no triviales enla teoría tridimensional de Einstein se

manifiestan aún en las circunstancias más simples, incluyendo espacio-tiempos que albergan como

fuentes de curvatura a una masa puntual. Tomando la constante cosmológica igual a cero, un es-

pacio tiempo como el descrito será plano salvo a lo largo de lalínea de mundo de la partícula.

Si el espacio-tiempo es estático, fácilmente pueden encontrarse coordenadas para las cuales cada

una de las secciones espaciales cont = constanteson idénticas. Esas secciones espaciales serán

planas en todos lados excepto en un punto, que es donde se aloja la partícula; Staruszkiewicz, fue el

primero en exponer estos argumentos geométricos, mostrando así que el espacio-tiempo tridimen-

sional producido por una masa puntual se obtiene removiendouna porción (cuña) del espacio de

Minkowski e identificando puntos opuestos de la cuña [20]. Los siguientes veinte años hubo más

trabajos sobre gravedad en 3D, sobre todo con los trabajos deA. Schwarz2, Deser, Jackiw, ’t Hoof
3 y Witten [21–26]. Respecto a este punto, en [26] Witten mostró que la acción de Palatini con un

grupo de estructuraSO(2,1) y sin constante cosmológica es equivalente a la teoría de Chern-Simons

[CS] definida con el grupo de PoincaréISO(2,1). Por otra parte, para el caso en el cual la constante

cosmológica es distinta de cero, se encuentra que la acción de Palatini con un grupo de estructura

2A. Schwartz [21] utilizo el caso Abeliano de la teoría de Chern-Simons para construir la función de partición de una
lagrangiana cuadrática degenerada y muestra que el invariante de Ray-Singer puede interpretarse como una función de
partición de una funcional cuadrática degenerada.

3Los argumentos mencionados por Staruszkiewicz fueron extendidos por Deser, Jackiw y ’t Hooft, quienes resolvieron
explícitamente las ecuaciones de campo en tres dimensionescon constante cosmológica igual a cero y un número arbi-
trario de fuentes puntuales, mostrando que la porción que seremueve en cada partícula, es proporcional a la masa de la
misma.
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SO(2,1) es equivalente a la teoría de CS basada en el grupoSO(3,1) si la constante cosmológica es

negativa, y se tiene a CS basada en el grupoSO(2,2) si la constante cosmológica es positiva4. Sin

embargo, apesar de la equivalencia entre la acción de Palatini y la acción de CS, se puede apreciar

una diferencia en ambas acciones. Dicha diferencia radica en que en la teoría de Palatini la triada

está restringida a ser invertible, mientras que en CS tal restricción no existe. De hecho podemos

pensar que la teoría de CS es una extensión de gravedad en 3D o podemos decir que gravedad en

3D es una versión restringida de la teoría de CS [27]. Además del resultado encontrado por Wit-

ten previamente comentado, también se da otro resultado importante. Witten presenta una acción

alterna a la acción de Palatini con constante cosmológica para gravedad en 3D, la denominada "ac-

ción exótica" [26]. La acción exótica es una acción que depende de la triada y de una conexión

valuada en el grupoSO(2,1). Esta reproduce las mismas ecuaciones de movimiento que la acción

de Palatini con constante cosmológica. Sin embargo, a pesarde que la acción de Palatini y la acción

exótica comparten las mismas ecuaciones de movimiento, esto no es una condición suficiente para

concluir que son equivalentes. En efecto, en la literatura podemos encontrar varios ejemplos en

los cuales dos acciones diferentes que reproducen las mismas ecuaciones de movimiento, no son

necesariamente equivalentes sea a nivel clásico que a nivelcuántico. Un ejemplo muy sencillo de lo

comentado anteriormente lo podemos encontrar en [28]. Allíse realiza el análisis canónico de una

acción alterna a la acción convencional que describe el campo electromagnético propuesta en [29].

La variación de la acción alterna conduce a las mismas ecuaciones de Maxwell, sin embargo, al

realizar el análisis Hamiltoniano de la acción alterna se encuentra que la estructura simpléctica no

coincide con la conocida en la teoría de Maxwell. Además, la simetría de norma y simetrías tales

como paridad, estan ausentes. En otras palabras, la teoría alterna no es una teoría de norma, no es in-

variante bajo paridad y el número de grados de libertad físicos es cuatro y no dos como corresponde

a la teoría de Maxwell.

De esta manera, a pesar de que la acción de Palatini y la acciónexótica comparten las mismas

ecuaciones de movimiento, se necesita hacer un análisis detallado de ambas acciones para saber

hasta que punto son equivalentes; cabe mencionar que en [26,30] existe un análisis de la acción

exótica tanto a nivel Lagrangiano como a nivel Hamiltoniano, sin embargo, estos análisis son par-

ciales. Es decir, el análisis Hamiltoniano realizado en [26, 30] está hecho en el espacio fase re-

ducido, esto significa que solo se le asocian momentos canónicos conjugados a aquellas variables

que aparecen en la acción con una derivada temporal. El precio a pagar por trabajar con el espacio

4Estos modelos son teorías cuánticas de campos exactamente solubles en tres dimensiones, con observables dados por
invariantes topológicos (invariantes de nudos) de la variedad tridimensional [26].
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fase reducido se ve reflejado en muchos casos en el no poder conocer la forma completa y correcta

de las restricciones, por ejemplo, podemos considerar el artículo de Peldán [31] en el que realiza el

análisis Hamiltoniano de la acción de Palatini en 4D. En dicho análisis, se obtienen restricciones de

segunda y primera clase, sin embargo, al realizar el álgebrade constricciones, dicha álgebra no se

encuentra con la estructura correcta que las restriccionesdeben tener [32], es decir, el resultado en-

tre el paréntesis de Poisson entre las restricciones de primera clase, debe ser lineal en restricciones

de primera clase y cuadrático en las restricciones de segunda clase [1]. Como podemos ver, en el

artículo de Peldán esta regla de el álgebra de restriccionesno se satisface y creemos que esto se debe

a que se trabaja en el espacio fase reducido. Debido a que en [30] también se trabajó para la acción

exótica en el espacio fase reducido, como parte de este trabajo de tesis se realiza el análisis Hamil-

toniano siguiendo todos y cada uno de los pasos del formalismo de Dirac, a esta forma de trabajar le

llamaremos el formalismo de Dirac estricto. El formalismo de Dirac estricto, tiene la ventaja de que

podemos conocer la estructura completa de las restricciones definidas en todo el espacio fase, por

otra parte, estas restricciones con estructura completa también nos ayudará a encontrar la correcta

simetría de norma definida en todo el espacio fase. El formalismo ha sido aplicado la teoría de

Stüeckelberg en dimensiones extra [33], la acción de Palatini en 3D [34], la teoría de Chern-Simons

y Pontryagin [35], entre muchos otros sistemas [36–38]. De esta manera, mediante el uso del for-

malismo de Dirac estricto analizaremos a la acción exótica yencontraremos la estructura completa

de las restricciones definidas en el espacio fase completo. También, discutiremos las diferencias

entre la acción de Palatini y la acción exótica a nivel clásico. En particular, encontraremos que a pe-

sar de que ambas acciones comparten las mismas ecuaciones demovimiento, las correspondientes

estructuras simplécticas serán diferentes y esto es un indicio de que a nivel cuántico las dos acciones

no serán equivalentes.

Por otra parte, ya se comentó anteriormente que la acción de Holst contiene los casos de ADM,

Ashtekar y Barbero, dependiendo del valor que tome el parámetro de Barbero-Immirzi. Respecto

a este punto, cabe mencionar que también se encuentra en la literatura una acción equivalente a la

acción de Holst para el caso 3D, dicha acción se conoce como " acción de Bonzom-Livine [BL]

" [39]. En efecto, la acción de BL describe un conjunto de acciones que comparten las mismas

ecuaciones de movimiento con la acción de Palatini con constante cosmológica y la acción exótica,

sin embargo, la acción de BL depende de un parámetro tipo Barbero-Immirzi, de hecho, si uno a

nivel Hamiltoniano fija parcialmente la norma, uno puede reducir la acción de BL a la representación

de Ashtekar en 3D [27]. Es decir, la acción de BL puede ser escrita en términos de una conexión

valuada en el grupoSO(3) y dicha conexión será el equivalente a la conexión de Ashtekar en 3D.
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Debido a que en los trabajos [27, 39] se estudia la acción de BLen el espacio fase reducido, en

este trabajo de tesis también estudiamos a la acción de BL usando el formalismo de Dirac estricto.

En particular, estaremos interesados en encontrar las restricciones completas definidas en el espacio

fase, además compararemos los resultados obtenidos para laacción de BL con los de Palatini y la

acción exótica. Dicha comparación es muy importante, debido a que las tres acciones comparten

las mismas ecuaciones de movimiento pero como veremos, son acciones diferentes una de otra.

Por otra parte, a pesar de que el formalismo de Dirac estrictonos da una descripción completa

del sistema bajo estudio, su implementación es un trabajo extenso y complicado. Además, si no

se llegan a desarrollar todos los pasos o se omite alguno de ellos, los resultados obtenidos podrián

ser no concluyentes como se puede observar en los trabajos [27, 39, 40]. Por lo tanto, debido a

estas complicaciones es necesario usar un esquema alternativo que nos pudiera dar una descripción

completa del sistema. En este sentido, existe un enfoque diferente para estudiar canónicamente

sistemas singulares, dicho enfoque se conoce como el formalismo de Faddeev-Jackiw [FJ] [41,42].

El formalismo de FJ es un método simpléctico, donde los grados de libertad son identificados con

las variables simplécticas, dichas variables son utilizadas para construir un tensor simpléctico, y la

matriz asociada a dicho tensor, nos permitirá conocer información relevante de la teoría. Cabe men-

cionar, que en el formalismo de FJ no es necesario hacer la difícil clasificación de las restricciones

como lo es hecho en el formalismo de Dirac. En el esquema de FJ,todas las restricciones están en el

mismo estatus. En adición, con el método de FJ tambien podemos identificar la simetría de norma

fundamental y al identificar los corchetes generalizados deFJ estos coinciden con los paréntesis de

Dirac. Por lo tanto, toda la información obtenida en el método de Dirac, puede ser obtenida usando

el formalismo de FJ, la ventaja que encontraremos en FJ, es su"economía" respecto al de Dirac. El

formalismo de FJ se ha aplicado a sistemas como teorías con dimensiones extra [33], QCD [43], la

teoría de Wess-Zumino [44], super gravedad en (1+1) dimensiones [45], la teoría de Chern-Simons

Abeliana [46], la teoría de Maxweell en 3D con un término topológico [46], la teoría electromag-

nética [47], la teoría de YM [48] y varios sistemas más [49]. Se puede observar en todos los trabajos

citados anteriormente, que el formalismo de FJ es un enfoqueelegante y alternativo para estudiar

teorías de norma.

Debido a la explicado anteriormente, en esta tesis también se realiza el análisis de FJ para la

acción exótica y la acción de BL. En particular, mediante la implementación del formalismo de FJ

se reproducen los resultados encontrados en el método de Dirac.

La tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capítulo 2 se presentan todos los elemen-

tos necesarios del formalismo de Cartan, que nos ayudará a escribir la acción de Einstein-Hilbert
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en el formalismo de primer orden. En el capítulo 3 se presentan las ideas básicas del método de

Dirac-Bergman para desarrollar el formalismo Hamiltoniano de sistemas singulares. En el capítulo

4 se realizará el análisis Hamiltoniano de la acción exóticaen tres dimensiones. En nuestro análi-

sis se obtendrá el conjunto completo de restricciones y se clasificarán en primera y segunda clase,

se realizará el conteo de grados de libertad físicos, se hallarán las transformaciones de norma y al

final calcularemos los paréntesis de Dirac de esta teoría. Enel capítulo 5 se realizará el análisis

Hamiltoniano de la ación propuesta por BL. En nuestro análsis se obtendrá el conjunto completo de

restricciones y se clasificarán en primera y segunda clase, se realizará el conteo de grados de libertad

físicos, se hallarán las transformaciones de norma y al finalcalcularemos los paréntesis de Dirac. En

el capítulo 6 se presentan las ideas básicas del formalismo de FJ para estudiar sistemas singulares.

En el capítulo 7 se realizará el análisis de FJ de la ación exótica. En nuestro análisis se obtendrá el

conjunto completo de restricciones, se realizará el conteode grados de libertad físicos, se hallarán

las transformaciones de norma y al final calcularemos los paréntesis generalizados de FJ. Además,

demostraremos que si en el formalismo de Dirac no se fija la norma y las restricciones de segunda

clase son eliminadas mediante los corchetes de Dirac, entonces, es posible reproducir la estructura

completa de los corchetes de Dirac utilizando en FJ el espacio de configuración como variables

simplécticas. Por otra parte, si en el método de Dirac realizamos el análisis fijando la norma y

construimos los correspondientes corchetes de Dirac, entonces, en el formalismo de FJ es posible

reproducir los resultados obtenidos en el método Dirac, pero ahora se trabaja utilizando las coor-

denadas de el espacio fase como variables simplécticas. Finalmente, se demuestra la equivalencia

entre los corchetes de Dirac con los corchetes generalizados de FJ. En el capítulo 8 se implementará

el formalismo de FJ para analizar la acción de BL y su análogo Abeliano. En nuestro análisis repro-

duciremos los resultados obtenidos en el capítulo 5, se demuestra la equivalencia entre los corchetes

de Dirac y los paréntesis generalizados de FJ. En el capítulo9 se presentan las conclusiones.



Capítulo 2

Relatividad General

2.1 Relatividad General en el formalismo de Einstein

La Teoría de la RG explica los fenómenos gravitacionales como una manifestación de la curvatura

del espacio-tiempo. En su formulación original dada por Einstein en 1915, se hace uso del aparato

matemático de la geometría de Riemann. En esta formulación,el objeto principal es el tensor

métrico, del cual todas las propiedades geométricas del espacio son deducibles [50].

El principio físico clave tras la RG es el Principio de Equivalencia. Para enunciar este principio

necesitamos primero definir qué entendemos por un marco de referencia Lorentziano. Este no es

más que la generalización relativista del marco de referencia inercial newtoniano. Así, unmarco de

referencia Lorentzianoes aquel en el que la velocidad de la luz toma su valor estándar, y los rayos

de luz, al igual que las líneas de mundo de las partículas de prueba, son rectos [51]. ElPrincipio de

equivalenciaafirma que, en cada punto del espacio-tiempo, es siempre posible introducir un marco

de referencia Lorentziano local tal que en él las leyes de la física toman la misma forma que en

Relatividad especial. Fue este principio el que motivó a Einstein a utilizar una variedad diferenciable

como punto de partida. Unavariedad diferenciable es en pocas palabras, un espacio topológico

localmente homeomórfico aℜn. El homeomorfismo local nos permite introducir coordenadasen

una vecindad de un punto; éstas no son más que una aplicación entre una vecindad abierta de la

variedad y una vecindad abierta deℜn. Es claro que este mapeo es en gran medida arbitrario, salvo

por los requerimientos de continuidad y diferenciabilidad; luego, existen infinitas maneras posibles

de introducir coordenadas en una vecindad de un punto de la variedad. Por supuesto, ninguna

cantidad físicamente relevante puede enterarse de algún cambio realizado en las coordenadas de

la vecindad. Esto significa que todas las cantidades con sentido físico deben ser invariantes bajo

8
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el grupo de transformaciones generales de coordenadas. Porlo tanto, nuestra descripción de la

variedad debe usar objetos geométricos como vectores, tensores y formas diferenciales, los cuales

son independientes de las coordenadas elegidas. En la geometría de Riemann, las propiedades

métricas del espacio-tiempo están contenidas en el tensor métrico gµν : este provee de un medio

para calcular el producto punto entre dos vectores A y B, denotado porA ·B. Las componentes

coordenadas de este tensor correponden al producto punto entre los vectores de la base coordenada

gµν ≡ ∂µ ·∂ν . (2.1)

El conocer el tensor métrico permite entre otras cosas, hacer el cálculo del producto punto entre

dos vectores cualesquiera a través deA·B= AµBν(∂µ ·∂ν) = AµBνgµν
1. Un producto punto induce

naturalmente unanorma en el espacio, lo cual justifica el nombre demétricadada a este tensor.

Las propiedades métricas del espacio nos hablan de longitudes, áreas, volúmenes, etc. En cambio,

las propiedades invariantes de escala tales como formas y ángulos corresponden a la estructura

afín del espacio2 [52]. Estas se hallan contenidas en la conexión afínΓλ
µν , la cual nos permite

trasladar un vector paralelamente a lo largo de una curva. Esta traslación paralela, a su vez nos

permite definir una derivada covarianteDµ en la variedad. Para tener una derivada necesitamos

un modo de comparar vectores en puntos cercanos de la variedad. Sin embargo, esto no puede ser

hecho directamente, dado que vectores en puntos distintos pertenecen a espacios tangentes distintos.

Esto puede ser visto más claramente notando que la matriz (∂x
′µ/∂xν ), que media el cambio en las

componentes de un vector bajo una transformación general decoordenadas, es una función de punto.

Así, dos vectoresVµ(x) y Vµ(x+dx) en x+dx hasta x, donde es posible compararlo conVµ(x).

Esta traslación es prescrita según la ley [52]

V‖
λ (x+dx;x) =Vλ (x+dx)+dxµ Γλ

µνVν(x). (2.2)

De esta manera, el vector trasladado paralelamente desdex+ dx hasta x, que denotamos por

V‖
λ (x+ dx;x), es obtenido a partir de la acción de lamatriz dxµ Γλ

µν sobre el vector en x,Vν(x).

Es importante notar que la conexión afín define la noción de transporte paralelo en una variedad;

dos conexiones afines distintas definirán, en general, nociones de transporte paralelo distintas. La

derivada covariantedeVλ con respecto a la conexiónΓλ
µν , denotada porDµVλ , queda definida a

1Aquí representamos los indices griegos para la variedad base conµ,ν = 0,1,2,3.
2Por un lado, la propiedad afín define la noción de transporte paralelo, mientras que la noción de distancia y de cómo

son medidas las distancias en la variedad son descritas por la propiedad métrica.
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través de la ecuación

dxµ DµVλ = V‖
λ (x+dx;x)−Vλ (x),

= Vλ (x+dx)+dxµΓλ
µνVν(x)−Vλ (x),

= dxµ [∂µVλ (x)+Γλ
µνVν(x)], (2.3)

esto es

DµVλ ≡ ∂µVλ (x)+Γλ
µνVν(x). (2.4)

Para que esta derivada transforme tensorialmente bajo el grupo de transformaciones generales de

coordenadas, es necesario exigir que la conexión afínΓλ
µν cambie de acuerdo a

Γ
′λ
µν =

∂x
′λ

∂xγ
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν Γγ
ρσ − ∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
∂ 2x

′λ

∂xρ ∂xσ . (2.5)

Como vemos, las componentes de la conexión afín transformande modo no tensorial (o inho-

mogéneo) bajo el grupo de transformaciones generales de coordenadas. En general, una variedad

admite un gran número de conexiones que satisfagan (2.5). Enla geometría de Riemann, sin em-

bargo, y por lo tanto también en RG, una de entre todas estas eselegida a partir de los requerimientos

Γλ
µν = Γλ

ν µ , (2.6)

Dαgµν = 0. (2.7)

La primera de estas ecuaciones expresa la anulación deltensor de torsión3

Tλ
µν ≡ Γλ

µν −Γλ
ν µ , ⇔ [Dµ ,Dν ] f = 0. (2.8)

La ecuación (2.7) es conocida como compatibilidad métrica,y expresa la preservación del pro-

ducto interno entre dos vectores bajo transporte paralelo.Esto quiere decir que la magnitud de un

vector es preservada al ser transportado paralelamente, así como también el ángulo entre dos vec-

tores. La conexión que cumple con estos requerimientos es conocida como conexión de Christoffel,

3f es un escalar.
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y puede ser escrita en términos del tensor métrico y sus derivadas en la forma

Γλ
µν =

1

2
gλσ (∂µgνσ +∂νgσν −∂σgµν). (2.9)

En general, la conexión es el objeto matemático que nos permite cuantificar la curvatura de una

variedad. Una de las manifestaciones de la curvatura viene dada por la no conmutatividad de las

derivadas covariantesDµ . La medida de la falta de conmutatividad de dos derivadas covariantesDµ

y Dν es dada por su conmutador[Dµ ,Dν ] = DµDν −DνDµ . Usando la definición (2.4) podemos

calcular la acción del conmutador de dos derivadas covariantes sobre un vectorVρ . Esta resulta ser

[Dµ ,Dν ]V
ρ = Rρ

σ µνVσ −Tλ
µνDλVρ , (2.10)

dondeTλ
µν es el tensor de torsión (el cual se anula para la conexión de Christoffel), y Rρ

σ µν es

conocido como el tensor de curvatura de Riemann

Rρ
σ µν = ∂µΓρ

νσ −∂νΓρ
µσ +Γρ

µλ Γλ
νσ −Γρ

νλ Γλ
µσ . (2.11)

El tensor de Riemann contiene toda la información acerca de la curvatura de la variedad. Hay

otros dos tensores que son muy útiles y que pueden construirse a partir del tensor de Riemann, uno

es el tensor de Ricci4

Rµν = Rρ
µρν , (2.12)

el otro es, la traza del tensor de Ricci, que puede interpretarse como una medida escalar de la

curvatura, y se conoce como curvatura escalar de Ricci

R= gµνRµν . (2.13)

4La unicidad del tensor de Ricci proviene de las simetrías deltensor de curvatura de Riemann. De su definición
como conmutador de dos derivadas covariantes, es evidente queRρ σµν = −Rρ σνµ . Cuando la conexión de Christoffel
es utilizada, tenemos las simetrías adicionalesRρσµν =−Rσρµν , y Rρσµν = Rµνρσ , y Rρ [σµν] = 0. Esto significa que
el tensor de Riemann "métrico" (es decir, aquel derivado de la conexión de Christoffel) puede ser visualizado como una
matriz simétricaR[ρσ ][µν], donde los pares antisimétricos[ρσ ] y [µν] son considerados como índices individuales. Por
lo tanto, la única contracción posible es entre el primer y elsegundo par de índices, estando todas las demás relacionadas
con ella por un signo.
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Notemos que una variedad puede ser curva y no obstante el tensor de Ricci ser nulo; en cambio, si

alguna componente del tensor de Riemann es distinta de cero,esto indica inequívocamente la pres-

encia de curvatura. A modo de ejemplo, consideremos una esfera de radio a, la cual parametrizamos

con los ángulosθ y ϕ de las coordenadas esféricas. La métrica en este espacio es

ds2 = a2(dθ2+sin2 θdϕ2). (2.14)

Las únicas componentes no nulas de la conexión de Christoffel son

Γθ
ϕϕ =−sinθ cosθ , Γϕ

θ ϕ = Γθ
ϕθ =

cosθ
sinθ

, (2.15)

en tanto que una componente representativa del tensor de Riemann (todas las demás pueden

obtenerse a partir de ella por simetrías) es

Rθ
ϕθ ϕ = a2 sin2 θ . (2.16)

Esta componente no nula es un reflejo de la curvatura de la esfera. La curvatura escalar de Ricci

esR= 2

a2 . Su signo corresponde a nuestra concepción intuitiva de queuna esfera tiene curvatura

"positiva". Notemos también que, a medida quea→ ∞, la curvatura escalar de Ricci se hace cada

vez más pequeña. Esto también se corresponde con nuestra noción intuitiva de que una esfera de

radio muy grande se ve localmente casi plana: nuestro propioplaneta es el mejor ejemplo.

De acuerdo a Einstein, la distribución de materia y energía en el universo determinan la geometría

de éste. Citando a Misner, Thorne y Wheeler [51], podemos decir que el espacio actúa sobre la

materia, diciéndole como moverse. A su vez, la materia reacciona sobre el espacio, diciéndole

como curvarse. Es decir, la teoría de la gravitación de Einstein se puede ver como una teoría

geométrica con dinámica o geometrodinámica.

Las ecuaciones de campo de Einstein nos proveen del vínculo cuantitativo entre materia y geometría.

Ellas pueden ser obtenidas a partir de un principio variacional, aunque no fue éste el método usado

por Einstein mismo para deducirlas. En noviembre de 1915, y en forma casi simultánea con el

artículo definitivo de Einstein, el matemático alemán DavidHilbert propuso un funcional de acción

que permite deducir las ecuaciones de campo. Esta es laacción de Einstein-Hilbert [50]
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S(4)EH =
∫

d4x
√−gR, (2.17)

dondeg = det(gµν) es el determinante del tensor métrico. Si adoptamos el puntode vista de

Einstein, entonces la métrica es el único campo fundamentaly esta acción resulta ser un funcional

de la métrica y sus derivadas. Además, el lagrangianoL4
EH =

√−gR es una densidad tensorial

de peso+1, de modo que la acción es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas.

De todos los escalares de curvatura (ejemplos:R,Rµ
ν Rν

µ ,R
ρσ
µν Rµν

ρσ , etc.) que pueden formarse en

cuatro dimensiones, Hilbert eligió la curvatura escalar deRicci "R", dado que es el único lineal

en la segunda derivada degµν y nos provee ecuaciones de segundo orden para la métrica5. El

requerimiento de que esta acción sea estacionaria frente a variaciones infinitesimalesδgµν en la

métrica nos conduce a lasecuaciones de campo de Einstein(en el vacío)

Rν µ −
1

2
gν µR= 0. (2.18)

Hasta aquí vemos que la RG, está formulada usando tensores escritos en bases coordenadas y la

conexión de Christoffel. Fue necesario poner el tensor de torsión idénticamente igual a cero, lo cual

fue hecho sin más justificación que la de poder obtener una conexión afín en términos de la métrica.

Esto equivale a reducir las características afines de un espacio a propiedades puramente métricas.

En general, paralelismo y metricidad pueden ser considerados como nociones independientes [52].

Así, resulta interesante buscar una formulación de RG en donde esta independencia sea tomada en

cuenta. Este formalismo existe, y es conocido como método dePalatini. En las secciones siguientes

veremos este enfoque, este nos permite escribir RG en términos de tétradas y conexiones.

2.2 El Vielbein y el grupo de Lorentz

Consideremos el espacio-tiempo como una variedad suave D-dimensional, denotada por M. Para

cada puntox ∈ M existe un espacio tangente D-dimensional planoTx, Lorentziano, con signatura

5Para obtener una ecuación diferencial de segundo orden (y nomás) en los potenciales gravitatorios,Gνµ =

Rνµ − 1

2
gνµ R tiene que ser lineal en el tensor de Riemann. Contracciones del tipo Rµρ Rν ρ ó Rµρλσ Rν ρλσ darían

lugar a ecuaciones diferenciales de orden más alto que 2. En 1938, el físico húngaro Cornelius Lanczos (1893-1977)
demostró que la variación del Lagrangiano de Gauss-Bonnet,L =

√
g(R2−4RµνRµν +Rµνρλ Rµνρλ ), también da lu-

gar a ecuaciones diferenciales de segundo orden. Sin embargo, en cuatro dimensiones el término de Gauss-Bonnet es
un termino topológico (es la característica de Euler cuadrimensional) y por lo tanto no contribuye a las ecuaciones de
movimiento. La acción que consideró Lanczos sí contribuye ala dinámica en 5 o más dimensiones.
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(−,+, ...,+). Este espacio tangenteTx es una buena aproximación de la variedad M en un conjunto

abierto de el entorno de x. Esto quiere decir que hay una formade representar los tensores de M

mediante tensores enTx, y viceversa. La relación precisa entre los espacios de tensores en M y en

Tx es un isomorfismo representado por medio de un mapeo lineale [52].

El isomorfismo entre M y la colección{Tx} puede realizarse mediante una transformación entre

alguna base coordenada ortonormal de coordenadaszI en el espacio de MinkowskiTx y un sistema

local de coordenadasxµ en una vecindad abierta de x, el cual se puede realizar como latransforma-

ción

∂zI

∂xµ = eµ
I . (2.19)

Esto es suficiente para definir su acción sobre un conjunto completo de vectores tal como la

separación de coordenadasdxµ entre dos puntos infinitesimalmente cercanos en M. La separación

correspondientedzI enTx está expresada como

dzI = eµ
I (x)dxµ . (2.20)

La familia {eµ
I , I = 1, ...,D = dimM} define un sistema ortonormal local en M, tambien llamado "

forma de soldadura ", " marco móvil " o simplemente " vielbein6 ". La definición (2.20) implica

que eµ
I se transforma como un vector covariante bajo difeomorfismosen M y como un vector

contravariante bajo rotaciones de Lorentz locales deTx. Se tiene una correspondencia uno a uno

entre vectores y se puede extender a tensores en M y enTx. Si ∏ es un tensor con componentes

Πµ1µ2...µn(x) en M, entonces los tensores correspondietes en el espacio tangenteTx son

PI1I2...In(x) = eµ1

I1(x) · · ·eµn
In(x)Πµ1µ2...µn(x). (2.21)

La métrica Lorentziana definida en el espacio de Minkowski puede usarse para inducir una

métrica en M a través del isomorfismoeµ
I . La longitud de arco enTx, ds2 = ηIJdzI dzJ, puede

también expresarse comoηIJeµ
I eν

Jdxµ dxν , donde la métrica en M es identificada como

gµν = eµ
I (x)eν

J(x)ηIJ . (2.22)

Aquí eµ
I(x) determina la métrica, así como todas las propiedades de la métrica del espacio-

6La ecuación (2.20) recibe el nombre de 1-forma vielbein, la palabra vielbien proviene del alemán y significa "muchas
piernas". En cuatro dimensiones es llamado vierbein, lo cual corresponde a "cuatro piernas".
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tiempo estan contenidas en el vielbein. Lo contrario, sin embargo, no es cierto; dada una métrica

gµν , existe una infinidad de maneras de elegir el vielbein correspondiente a diferentes elecciones

de un sistema local ortonormal que puede usarse como base para el espacio tangente de vectores

al puntoTx. Podemos rotar el vielbien por una transformación de Lorentz y esta transformación

no tendría alguna influencia desde el punto de vista de la variedad. Bajo una transformación de

Lorentz, el vielbien se transforma como

eµ
I → e′µ

I = ΛJ
Ieµ

J, (2.23)

donde la matrizΛ(x) ∈ SO(D− 1,1).

De esta forma, la ec.(2.22) viene dada por

e′µ
I e′ν

JηIJ = eµ
Keν

L(ΛK
I ΛL

J), (2.24)

donde vemos que la ec.(2.24) se satisface si se cumple la condición

ΛK
I ΛL

JηIJ = ηKL. (2.25)

La métricagµν(x) claramente permanece sin cambios por esta transformación.Esto quiere decir,

que en particular hay muchos más componentes eneµ
I que engµν . De hecho, el vielbien tieneD2

componentes independientes, mientras que la métrica tieneD(D+1)
2

.

La colección de espacios tangentes para cada punto de la variedad define el grupo de simetrías

del espacio tangente para cada punto de M, dotando de ese modoa la variedad con una estructura

denominada haz fibrado7. Con el fin de definir un operador de derivada en la variedad, una conexión

es requerida de manera que la estructura diferencial permanece invariante bajo la ley transforma-

ciones de Lorentz locales que actúan de forma independienteen cada punto del espacio-tiempo.

Esta conexión es la conexión de Lorentz, también llamadaconexión de espínen la literatura, pero

el término conexión de Lorentz es más apropiado. La palabra espín es debido al hecho de que

Aµ
I
J surge de forma natural en la discusión de espinores, que llevan una representación especial del

grupo de rotaciones en el espacio tangente [52].

El grupoSO(D− 1,1) actua de forma independientemente en los tensores de Lorentz para cada

puntoTx. Esto se debe a que las matricesΛ son funciones de x. Para poder definir una derivada

7Un haz fibrado es un espacio topológico que localmente se ve como el producto directo de dos espacios topológicos.
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de un tensorφ I en Tx, uno esperaría tener una definición deDφ I que sea un tensor del mismo

rango y naturaleza queφ I . Esto es lo que ocurre en todas las teorías de norma: uno tieneque

introducir una conexión con el fin de compensar el hecho de queel grupo de norma actúa de forma

independiente en los puntos cercanos. En este caso, el campode norma es la conexión de Lorentz,

Aµ
I
J. Supongamos que el campoφ I (x) se transforma bajo el grupo de Lorentz,SO(D− 1,1), la

derivada covariante es

Dµφ I = ∂µφ I (x)+AI
JµφJ(x), (2.26)

se define de modo que se transforme como un vector de Lorentz enx. Esto requiere que bajo la

transformación de rotaciónSO(D− 1,1), ΛK
I(x), la conexión se transforme como [52]

AI
Jµ(x)→ A′I

Jµ = ΛK
I(x)ΛJ

L(x)AK
Lµ(x)+ΛL

I (x)∂µ ΛJ
L(x), (2.27)

dondeΛJ
L = ηIJηKLΛI

K es la inversa deΛJ
L. La conexiónAI

Jµ define el transporte paralelo de

el tensor de Lorentz en el espacio tangente, entre dos puntospróximosTx y Tx+dx. El transporte

paralelo del campo vectorialφ I dex+dxa x, es un vectorφ‖
I (x), definido como

φ‖
I ≡ φ I (x+dx)+dxµ AI

JµφJ(x),

= φ I (x)+dxµ [∂µφ I (x)+AI
JµφJ(x)],

=: φ I (x)+dxµ Dµφ I (x). (2.28)

La derivada covarianteDµ mide el cambio en el tensor producido por el transporte paralelo entre

puntos próximos

dxµ Dµ = φ‖
I (x)−φ I (x),

= dxµ [∂µ +AI
JµφJ(x)]. (2.29)

De esta manera, las propiedades afines de espacio se encuentran en los componentesAI
Jµ , que son

totalmente arbitrarios e independiente de la métrica. Podemos encontrar cierta similitud entre la

noción de paralelismo dada en (2.29) y para los vectores cuyas componentes son dados en una base

coordenada. Estas dos definiciones son independientes ya que se refieren a objetos en diferentes

espacios, pero podrían estar relacionados via el isomorfismo local entre la base de la variedad y el

espacio tangente, proporcionada poreµ
I .
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2.3 Grupo SO(D-1,1) y tensores invariantes

El grupoSO(D− 1,1) tiene dos tensores invariantes, la métrica de Minkowski,ηIJ, y el tensor

de Levi-Civita totalmente antisimétrico,εI1I2...ID . Estos tensores están definidos por la estructura

algebraica del grupo de Lorentz y por lo tanto, son los mismosen cada espacio tangente. Conse-

cuentemente, éstos deben ser constantes a través de la variedadM : dηIJ = 0 = dεI1I2···ID . Además,

como son invariantes deben también ser constantes covariantemente

dηIJ = DηIJ = 0, (2.30)

dεI1I2···ID = DεI1I2...ID = 0. (2.31)

donde

DηIJ = dηIJ −AK
JηIK −AK

I ηKJ. (2.32)

Esto implica que la conexión de espín satisface las siguientes identidades

ηIK AK
J =−ηKJAK

I , (2.33)

εJ1I2···ID AJ1
I1 + εI1J2 ···ID AJ2

I2 + · · ·+ εI1I2···JD AJD
ID = 0. (2.34)

Notemos que la relación (2.34) restringe a la conexión de espín a ser antisimétrica en sus índices

de Lorentz,AIJ =−AJI.

2.4 Ecuaciones de estructura: Curvatura y Torsión

Se define la2-forma de torsión T I como la derivada covariante de la 1-forma vielbein,

T I = DeI = deI +AI
JeJ, (2.35)

la cual involucra tanto el vielbein como a la conexión de espín. Consideremos ahora la derivada

exterior covariante de la 2-forma de torsión

DTI = DDeI = d(DeI )+AI
JDeJ, (2.36)
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después de un simple cálculo se muestra que

DT I = (dAI
J+AI

KAK
J)e

J, (2.37)

donde el factor entre paréntesis es definido como la2-forma de curvatura

RI
J = dAI

J +AI
KAK

J. (2.38)

Las ecuaciones (2.35) y (2.38) definiendo la 2-forma de curvatura y la 2-forma de torsión, re-

spectivamente, son llamadas ecuaciones de estructura debido a que éstas describen la estructura

geométrica de la variedad M. Es directo ver que estas 2-formas satisfacen las siguientes identidades

de Bianchi

DT I = RI
JeJ, (2.39)

DRI
J = 0. (2.40)

La elección de los nombres torsión y curvatura paraT I y RI
J tienen su justificación, y se puede ver

de la siguiente manera. Escribamos las ecuaciones (2.35) y (2.38) en términos de sus componentes

en la base coordenada{∂µ}

T I =
1

2
T I

µνdxµ ∧dxν , (2.41)

RI
J =

1

2
RI

Jµνdxµ ∧dxν , (2.42)

donde

T I
µν = DµeI

ν −DνeI
µ = ∂µeI

ν −∂νeI
µ +AI

JµeJ
ν −AI

JνeJ
µ , (2.43)

RI
Jµν = ∂µAI

Jν −∂νAI
Jµ +AI

Kµ AK
Jν −AI

Kν AK
Jµ . (2.44)

Luego haciendo uso de la matriz de cambio de baseeµ
I y su inversaeI

ν , es posible escribir lo

siguiente

TK
µν = eK

I T I
µν , (2.45)

RL
Mµν = eL

I eJ
MRI

bµν . (2.46)

De esta manera, podemos encontrar una relación entre estas componentes con la definición más

familiar de los tensores de torsión y curvatura del cálculo tensorial, dados por
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TK
µν = ΓK

µν −ΓK
ν µ , (2.47)

RL
Mµν = ∂µΓL

νM −∂νΓL
µM +ΓL

µNΓN
νM −ΓL

νNΓN
µM. (2.48)

En efecto, comparando (2.46) con (2.48) vemos que la identificación

ΓK
µν = eK

I (∂µeI
ν +AI

JµeJ
ν), (2.49)

nos permite igualar el tensor de torsiónTK
µν con las componentes de la base coordenada{∂µ}

de la 2-forma torsiónT I . Además, si reemplazamos (2.49) en la expresión del tensor de curvatura

(2.48), es posible mostrar que dicho tensor corresponde exactamente a las componenetes coorde-

nadas de la 2-forma curvaturaRI
J.

Es interesante notar que la expresión (2.49) se puede rescribir en la forma

∇µeI
ν = ∂µeI

ν +AI
JµeJ

ν −ΓK
µνeI

K = 0. (2.50)

es decir, la identificación (2.49) equivale a exigir la anulación de la derivada covariante del vielbein.

2.5 Acción de Palatini

Habiendo introducido los objetos geométricos con los que contamos para describir localmente

la geometría del espacio-tiempo, pasamos ahora a escribir un principio de acción que nos permita

escribir RG en términos de tétradas y conexiones. La acción de Einstein-Hilbert (2.17) en cuatro

dimensiones puede ser escrita en términos de estos campos sencillamente como [6]

S(4)P =
1

4

∫
εIJKLRIJeKeL, (2.51)

La acción (2.51) se conoce en la literatura como la acción de Palatini.

Aquí la conexión de espín aparece a través de la curvaturaRIJ, en tanto que el vierbein entra

explícitamente. Debemos recordar que la conexiónAI
J transforma de modo no tensorial bajo trans-

formaciones locales de Lorentz, de manera que su inclusión en la acción debe siempre hacerse en

combinaciones que resulten tensoriales, como ocurre conRIJ. Para comprobar la equivalencia de

(2.51) con la acción de Einstein-Hilbert (2.17) sólo hace falta escribir explícitamente las bases de

formas diferenciales en la curvatura y el vierbein. Así

εIJKLRIJeKeL = εIJKLRIJ
ρσ eK

µ eL
νdxρ dxσ dxµdxν . (2.52)
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Usando el vierbein para transformar los índices latinos de la curvatura en índices griegos (es

decir, escribiendo sus componentes sobre la base ortonormal {eI} en términos de sus componentes

sobre la base coordenada{∂µ}, obtenemos

εIJKLRIJeKeL = εIJKLRκλ
ρσ eI

κeJ
λ eK

µ eL
νdxρ dxσ dxµdxν , (2.53)

usando el siguiente resultado [6]

εIJKLeI
κeJ

λ eK
µ eL

ν = εκλ µνdet(eI
µ ) =

√−gεκλ µν , (2.54)

donde (2.54) se sigue de tomar el determinante en ambos ladosde la relacióneI
µeJ

ν ηIJ = gµν .

Luego

εIJKLRIJeKeL =
√−gεκλ µνRκλ

ρσ dxρ dxσ dxµ dxν , (2.55)

Por otro lado, es claro que

dxρ dxσ dxµdxν = ερσ µνdx0dx1dx2dx3 = ερσ µνd4x, (2.56)

de donde

εIJKLRIJeKeL =
√−gεκλ µνRκλ

ρσ ερσ µνd4x, ,

=
√−gδ ρσ µν

κλ µν Rκλ
ρσ d4x,

= 2
√−gδ ρσ

κλ Rκλ
ρσ d4x,

= 4
√−gRρσ

ρσ d4x,

= 4
√−gRd4x. (2.57)

Es decir

1

4

∫
εIJKLRIJeKeL =

∫ √−gRd4x. (2.58)

Este cálculo muestra la relación entre la acción de Einstein-Hilbert y la acción de Palatini (2.17).

2.6 Ecuaciones de movimiento de la acción de Palatini

Para obtener las ecuaciones de movimiento debemos realizarla variación de la acción suponiendo

queδeI y δAIJ son variaciones infinitesimales, así se tiene que



Capítulo 2: Relatividad General 21

δS(4)P =
∫

εIJKL(δRIJeKeL +RIJδeKeL +RIJeKδeL),

=

∫
εIJKL(δRIJeKeL + 2RIJeKδeL). (2.59)

A continuación, se expresaδRIJ en función deδAIJ. De la definición de la 2-forma de curvatura

podemos escribir

δRIJ = δ (dAIJ +AI
KAKJ),

= δAIJ +δAI
KAKJ +AI

KδAKJ,

= D(δAIJ). (2.60)

Así

∫
εIJKL(δRIJ)eKeL =

∫
εIJKLD(δAIJ)eKeL,

=
∫

εIJKLD(δAIJeKeL)−
∫

εIJKL(δAIJ)D(eKeL). (2.61)

usando (2.31) y el hecho de el primer término de (2.61) corresponde a un término de frontera y

puede despreciarse exigiendo que la variación de la conexión AIJ se anule en la frontera del espacio-

tiempo. Podemos escribir la ec.(2.61) de la siguiente forma

∫
εIJKL(δRIJ)eKeL =

∫
d(εIJKLδAIJeKeL)−

∫
εIJKLδAIJD(eKeL). (2.62)

De esta manera, la expresión anterior se puede escribir como(módulo término de borde)

∫
εIJKL(δRIJ)eKeL = −

∫
εIJKL(δAIJ)D(eKeL),

= −2

∫
εIJKL(δAIJ)DeKeL,

= −2

∫
εIJKL(δAIJ)TKeL. (2.63)

Consideremos ahora el segundo término de la integral (2.59)
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∫
εIJKLRIJδ (eKeL) = 2

∫
εIJKLRIJ(δeK)eL. (2.64)

Reemplazando (2.63)y (2.64) en (2.59), tenemos que(δSEH = 0) implica lo siguiente

− 2

∫
εIJKL(δAIJ)TKeL + 2

∫
εIJKLRIJ(δeK)eL = 0. (2.65)

Como las variablesδAIJ y δeK son arbitrarias e independientes, tenemos que

εIJKLRIJeK = 0, (2.66)

εIJKLTKeL = 0. (2.67)

La primera de estas ecuaciones es equivalente a las ecuaciones de campo de Einstein (2.18). La

segunda ecuación expresa la anulación de la torsión,

T I = deI +AI
JeJ = 0, (2.68)

la cual se puede resolver para la conexción de espínAI
J, y así ésta es escrita en función del

vierbein y sus derivadas.

2.6.1 Grupo de Poincaré

Uno de los ejemplos más simples de una teoría de norma para gravedad, es obtenida considerando

al grupo de Poincaré. Los generadores de dicho grupo vienen expresados por

T̃ Ī = (PI ,JIJ), (2.69)

dondePI corresponde a los generadores de traslaciones yJIJ = −JJI son los generadores del grupo

de Lorentz. Los generadores del grupo de Poincaré satisfacen el álgebra de Lie:
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[
JIJ ,JKL

]
= ηKJJIL −ηKI JJL+ηLJJKI −ηLIJKJ, (2.70)

[
JIJ ,PK

]
= ηJKPI −ηIKPJ, (2.71)

[
PI ,PJ

]
= 0. (2.72)

En este caso la teoría tiene dos campos de norma, la conexiónAIJ y el vielbeineI . Por otra parte, al

definir un nueva conexiónA, como función de{eI ,AIJ}, esta puede ser escrita como la 1-forma de

conexión [53]

A= AĪ T̃
Ī = eI

PI +
1

2
AIJ
JIJ . (2.73)

Análogamente es posible escribir la 2-forma intensidad de campo asociada a la 1-forma de conex-

ión A como

F = dA+A2, (2.74)

F = F Ī T̃ Ī = T I
PI +

1

2
RIJ
JIJ. (2.75)

Es importante notar que en este contexto, la torsión es interpretada como la intensidad de campo

relacionada a las traslaciones y que la curvatura está relacionada con la intensidad de campo de

las transformaciones de Lorentz. Notemos además que las expresiones explicitas para la torsión

y la curvatura dadas en términos de los potenciales de norma son obtenidas como una consecuen-

cia directa de las relaciones de conmutación del álgebra de Poincaré. Este formalismo muestra

explicitamente, la estrecha relación existente entre la estructura geométrica de la variedad y la es-

tructura algebraica del grupo de simetría fundamental [54]. Por otra parte, si deseamos saber como

transforma la 1-forma conexiónA bajo el grupo de Poincaré, es necesario recordar que la ley de

transformación depende de como sea exponenciado el grupo. Sea la exponenciación

U = e−λ = e−λ I TI . (2.76)

Sabemos que para conservar la invariancia de la teoría, se debe definir una derivada covariante,
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donde la derivada covariante "D" actúa sobre un elementoλ del álgebra como

Dλ = dλ +[A,λ ], (2.77)

dondeA transforma bajo el grupo como

A→ A′
=UAU−1+UdU−1. (2.78)

Luego haciendo uso de la ecuación (2.76) es posible mostrar que

A
′
= A+dλ +

[
A,λ

]
, (2.79)

de modo que la 1-forma de conexión transforma como

δA= Dλ . (2.80)

Consideremos ahora el parámetro de la transformación, el cual se puede escribir como

λ = λ Ī T̃ Ī = λ I
PI +

1

2
λ IJ
JIJ,

= λ I
PI +

1

2
λ IJ
JIJ. (2.81)

Luego, si introducimos (2.81) y usando la derivada covariante dada por la ecuación (2.77) en

(2.80), del lado derecho de (2.80) se tiene

δA = (dλ I +AI
Jλ J+eKλ KI )PI +

1

2
(dλ IJ +AIK λ K

J +AJKλ I
K)JIJ

= (Dλ I +eKλ KI )PI +
1

2
Dλ IJ

JIJ. (2.82)

Del lado izquierdo de la ecuación (2.80), obtenemos la siguiente expresión a partir de (2.73)

δA= δeI
PI +

1

2
δAIJ
JIJ, (2.83)

comparando (2.82) y (2.83), podemos observar que las componenteseI y AIJ tienen las siguientes
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leyes de transformación

δeI = Dλ I +eKλ KI , (2.84)

δAIJ = dλ IJ +AIK λ K
J+AJKλ I

K . (2.85)

De manera que bajo traslaciones se tiene que

δeI = Dλ I , (2.86)

δAIJ = 0, (2.87)

y bajo rotaciones de Lorentz

δeI = eKλ KI , (2.88)

δAIJ = Dλ IJ. (2.89)

El siguiente paso consiste en estudiar la invariancia de la acción de Palatini bajo las leyes de

transformación encontradas para el grupo de Poincaré. La invariancia de una acción gravitacional

bajo algún grupo de simetría permitiría describir gravedadcomo una teoría de norma. No obstante,

veremos a continuación que la acción de EH 4-dimensional no es invariante bajo traslaciones locales

de Poincaré [53], [54].

Ahora veremos si la acción de Palatini en 4D es invariante bajo las transformaciones (2.87)-(2.89).

La acción de Palatini en cuatro dimensiones esta expresada por

S(4)P =
∫

εIJKLRIJeKeL, (2.90)

es, por construcción, invariante bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo transforma-

ciones de Lorentz. Sin embargo, mostraremos a continuaciónque esta acción no es invariante bajo

traslaciones locales de Poincaré. Consideremos la variación de la acción (2.90)

δtlPS(4)P = δ
∫

εIJKLRIJeKeL,

=
∫

d(εIJKLδAIJeKeL)− 2

∫
εIJKLδAIJTKeL +

∫
εIJKLRIJδeKeL. (2.91)

dondeδtlP = δtraslaciones−locales−de−Poincaré.
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Luego, puesto que bajo traslaciones locales de Poincaré, elvierbein y la conexión transforman

como

δeI = Dλ I ,

δAIJ = 0,

tenemos que

δtlPS(4)P = 2

∫
εIJKLRIJeKDλ L,

= 2

∫
D(εIJKLRIJeKλ L)+ 2

∫
εIJKLRIJTKλ L, (2.92)

donde hemos hecho uso de la identidad de BianchiDRIJ = 0. Luego, salvo términos de borde,

tenemos que

δtlPS(4)P = 2

∫
εIJKLRIJTKλ L

, 0. (2.93)

No obstante,T I no es invariante bajo traslaciones locales de Poincaré. En efecto es posible

mostrar que

δT I = δ (DeI ) = D(δeI ) = DDλ I = RIJλJ , 0. (2.94)

Podemos observar que la acción de Palatini en 4D no es invariante ante traslaciones locales de

Poincaré.

Para concluir con esta sección, se analiza la invariancia dela acción de Palatini en 3D dimensiones

bajo traslaciones locales de Poincaré. Bajo traslaciones locales de Poincaré se tiene
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δtlPS(3)P = δ
∫

εIJKRIJeK ,

=

∫
εIJK(δRIJ)eK +

∫
εIJKRIJδeK ,

=

∫
εIJKd(δAIJeK)−

∫
εIJKδAIJDeK +

∫
εIJKRIJδeK ,

=

∫
εIJKRIJDλ K. (2.95)

lo cual se puede reescribir como

δtlPS(3)P =

∫
εIJKd(RIJλ K)+

∫
εIJKDRIJλ K . (2.96)

Luego, salvo un término de frontera y haciendo uso de la identidad de BianchiDRIJ = 0, se muestra

finalmente la invarianza de la acción 3-dimensional bajo traslaciones locales de Poincaré,

δtlPS(3)P = 0. (2.97)

Puesto que dicha acción es, por construcción, invariante bajo transformaciones de Lorentz se

tiene que en 3 dimensiones es posible escribir una acción para gravedad invariante bajo el grupo de

Poincaré.



Capítulo 3

Algoritmo de Dirac-Bergmann

3.1 Sistemas singulares clásicos

En este capítulo se explicara el concepto de singularidad enel formalismo Lagrangiano. Tam-

bién, se introducen algunas nociones básicas, tales como las restricciones que emergen debido a la

singularidad en la Hessiana y la definicíon del momento canónico. Comenzaremos nuestro análisis

de sistemas con constricciones utilizando el pricipio de mínima acción. De acuerdo con el princi-

pio de mínima acción, un sistema físico puede ser descrito por una función L que depende de las

posiciones y velocidades

L = L(q(t), q̇(t)). (3.1)

La abreviaciónq(t) y q̇(t) representa el conjunto de todas las posicionesq(t)= {qi(t)} y velocidades

q̇(t) = {q̇i(t)}, con i = 1, ...,N. El movimiento real del sistema clásico entre dos puntos dados, es

aquel que hace que la acción

A=

∫ t2

t1
dtL(q(t), q̇(t)), (3.2)

sea estacionaria bajo variaciones infinitesimalesδqi(t) [55] . Suponiendo que los puntos iniciales

y finales son fijos durante la variación, i.e.δqi(t2) = δqi(t1) = 0, se obtienen las ecuaciones de

movimiento para la trayectoria clásica

∂L
∂qi −

d
dt

∂L
∂ q̇i = 0. (3.3)

28
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Las ecuaciones de movimiento(3.3) pueden ser reescritas como

q̈ j ∂ 2L
∂ q̇ j∂ q̇i =

∂L
∂qi − q̇ j ∂ 2L

∂q j∂ q̇i . (3.4)

Al escribir las ecuaciones de movimiento de esta manera, podemos observar que las aceleraciones

q̈i pueden ser expresedas de forma única por las posicionesqi y las velocidades ˙qi si y sólo si la

matriz Hessiana

Hi j =
∂ 2L

∂ q̇i∂ q̇ j , (3.5)

es invertible. En otras palabras, su determinante no debe ser cero

detHi j , 0. (3.6)

3.2 Restricciones primarias

Ya que estamos interesados en la formulación Hamiltoniana de la teoría, tenemos que llevar a

cabo la transformación de Legendre de la Lagrangiana. El momento canónico esta definido como

pi =
∂L
∂ q̇i . (3.7)

En el caso de que el determinante de la Hessiana(3.6) sea cero, algunas de las aceleraciones no

podrán ser determinadas a partir de las velocidades y posiciones. Esto significa, que algunas de las

variables no son del todo independientes, como consecuencia, en un sistema singular no podemos

despejar todas las velocidades en función de los momentos y las posiciones [55]. Esto da lugar a la

existencia deR relaciones entre las posiciones y los momentos

φr(q, p) = 0, r = 1, ...,R. (3.8)

En particular, si se tienenR′ ecuaciones independientes de la forma(3.8), implica queR′ p′s

no se pueden escribir en términos de las ˙q′s. Por lo tanto, el rango de(3.5) es(N−R′)1. Estas

1N es el número de grados de libertad del sistema, dondei = 1, ...,N.
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condiciones(3.8), que obviamente, no se obtubieron de las ecuaciones de movimiento, se llaman

restriciones primarias. Estas restriciones primarias se obtienen de la estructura de la Lagrangiana

y de la definición de los momentos(3.7). La constriciones(3.8), obtenidas mediante la deficición

de los momentos, no son necesariamente independientes, porlo que en generalR′ ≤ R. Por otra

parte, debemos asegurarnos de haber encontrado todas las restricciones primarias. La manera para

hacerlo es mediante el cálculo de el rango de la matriz Hessiana, N−R′, dondeR′ es el número

de restricciones primarias independientes que se esperan.Se debe tener en cuenta, que lasφr ′ ’s,

restricciones independientes, no tienen por qué venir dadas diractamente de (3.7) como lasφr ’s, si no

que pueden presentarse como combinaciones lineales de estas últimas. Por lo tanto se deben calcular

los vectores nulos de matriz Hessiana, los cuales, por definición, forman una base de la nulidad de

Hµν . Así, si Vµ son los vectores nulos2 (con Vα
µ sus componentes), yφα son las restricciones

primarias encontradas, entonces las restricciones primarias independientes están dadas por

Φµ =Vα
µ φα . (3.9)

Por simplicidad, se supone que el rango de la matriz Hessiana, N−R′, es constante en el espacio

(q, q̇), de modo que el número de restricciones primariasR′ no varía, y que las ecuaciones(3.8)

definen una subvariedad2N−R′ en el espacio fase.

3.3 Ecuaciones débiles y fuertes

Se define el concepto de igual débil, el cual se representa conel símbolo ”≈ ”. Dos funciones F

y G, se dicen débilmente iguales, si lo son en la subvariedad definida por las restricciones primarias,

φr = 0, lo cual se escribe como

F ≈ G. (3.10)

En particular,φr , i.e. el valor númerico de las restricciones es cero, aunqueno se anula idéntica-

mente en todo el espacio fase, por lo que su paréntesis de Poisson no tiene por qué ser cero. Se

debe tener en cuenta, que para utilizar estas expresiones, primero se debe realizar la operación del

paréntesis y al final ocupar las restricciones [55].

Una manera formal de definir ecuaciones débiles y fuertes, esla siguiente:

2El espacio nulo o nulidad de una matrizWi j , es el conjunto de vectoresV i
k linealmente independientes, tales que,

V i
kWi j = 0, k=1,...,K. Donde K es la dimensión del espacio nulo.
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Definición: Una funciónal F del espacio fase, es débilmente igual a cero, si

F ≈ 0 ⇐⇒ F |∑1
= 0, (3.11)

donde∑1 es la subvariedad definida por las restricciones primarias(3.8). Por otra parte, se dice

fuertemenete igual a cero si,

F = 0 ⇐⇒ F |∑1
= 0,

(
∂F
∂qi ,

∂F
∂Pi

)
|∑1

= 0. (3.12)

con

(
∂F
∂qi ,

∂F
∂Pi

)
|∑1

= 0, el conjunto formado por todas las derivadas parciales de F con respecto a

las variables canónicas, evaluadas en∑1.

Para finalizar esta sección, podemos observar, que una función que es débilmente cero puede ser

escrita como una combinación lineal de restricciones, i.e.G≈ 0⇔ G= grφr , congr alguna función

del espacio fase [55].

3.4 Condiciones sobre las funciones de restricción

Existe una ambigüedad en la forma de representar una superficie dada por(3.8). Por lo tanto

se necesita imponer condiciones en la elección de las funciones φr , que representan la superfi-

cie de restricciones primarias, para que sean consistentescon el formalismo hamiltoniano. A és-

tas condiciones se les conoce como,condiciones de regularidad. Lo comentado anteriormente se

puede entender mejor de la siguiente manera, uno esperaría que dada una restricción de la forma

fr := φr(q, p) ≈ 0, o cualquier función de esta, por ejemplo,f 2,
√

f , etc. sigua siendo cero en la

subvariedad definida porφr y por lo tanto sigan siendo restricciones. Sin embargo, paraque estas

funciones definan una subvariedad de dimensiónR′ constante, es necesario que el rango de la matriz

jacobiana [55]

J =
∂ (φ1, ...,φR′)

∂ ({qi},{pi})
, (3.13)
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sea constante e igualR′. Por ejemplo, para el caso en que se tenga( fr)2 no forman una variedad de

dimensiónR′, lo cual puede mostrarse3 verificando que el rango de la matriz jacobiana ya no esR′.

Por lo tanto, resulta natural imponer la condición de que lasrestriccionesφr ′ , al formar una subvar-

iedad, el rango de(3.10) sea constante e igual aR′, conR′ el número de restricciones independi-

entes. La subvariedad de dimensión2N−R′ que definen las restriccionesφr = 0 puede ser cubierta

por conjuntos abiertos, en cada uno de los cuales pueden clasificarse localmente en restricciones

independientesφr ′ = 0 con (r
′
= 1, ...,R′) tales que∂ (φ1,...,φR′ )

∂ ({qi},{pi}) tiene rangoR′, y las dependientes,

φr ′ = 0 con (r
′
= R′ + 1, ...,R), que satisfacen como consecuencia las primeras. La condición de

regularidad juega un papel importante en la construcción del formalimso Hamiltoniano.

3.5 El Hamiltoniano canónico

La transición a la formulación de la mecánica Hamiltoniana es dada por la transformación de

Legendre

H(q(t), p(t)) = pi(t)q̇
i(t)−L(q(t), q̇i(t)). (3.14)

La función de Hamilton no es una función de las velocidades. Esto puede verse de la siguinte,

manera:

dH = d(piq
i)−dL,

= q̇idpi + pidqi − ∂L
∂qi dqi − ∂L

∂ q̇i dq̇i

= q̇idpi −
∂L
∂qi dqi , (3.15)

donde se utilizó la definición de los momentos(3.7) de la segunda a la tercera línea. Se puede

observar que los diferenciales de velocidad desaparecen, sólo los diferenciales de las posiciones y

momentos se quedan. Como consecuencia de ello, la función deHamilton no puede ser una función

de las velocidades. Usando(3.11), se puede escribir la acción como

A=

∫
dt[pi(t)q̇

i(t)−H(p(t),q(t))]. (3.16)

3Por ejemplo, los elementos matriz de esta matrizφr , serán ∂ ( fr )2

∂ (qi ,pi )
= 2 fr

∂ (φr )
2

∂ (qi ,pi )
≈ 0, con lo que el rango de la matriz

jacobiana ya no seráR′
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Recordemos que las restricciones en el formalismo de Lagrange son tomadas en cuenta a través

del acoplamiento de multiplicadores de Lagrangeλ r(t)

L(qi(t), q̇i)+λ r(t)φr (q(t), q̇(t)). (3.17)

Esto también se puede hacer dentro de la formulación de Hamilton. Por lo tanto, si llevamos a

cabo la transformación de Legendre y acoplamos las restricciones primarias (3.8) de manera análoga

a (3.17), la acción (3.16) toma la forma

A=

∫
dt[pi(t)q̇

i(t)−H(p(t),q(t))−λ rφr(p(t),q(t))]. (3.18)

La variación de la acción (3.18) está dada por

δA =
∫

dt

[
pi q̇

i −H(q, p)−λ rφr(q, p)

]
,

=

∫
dt

[
δ pi q̇

i + piδ q̇i −δH−δλ rφr −λ rδφr

]
,

=

∫
dt

[(
− ṗi −

∂H
∂qi −λr

∂φr

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂H

∂ pi
−λr

∂φr

∂ pi

)
δ pi −φrδλ r

]
. (3.19)

La trayectoria clásica es obtenida mediante el pricipio de mínima acción, por lo tanto, para varia-

ciones arbitrarias deδqi , δ pi y δλ r , sujetas a la condiciónδqi(t1) = δqi(t2) = 0, se obtienen las

siguientes ecuaciones de movimiento

ṗi = −∂H
∂qi −λ r ∂φr

∂qi , (3.20)

q̇i =
∂H
∂ pi

+λ r ∂φr

∂ pi
, (3.21)

φr = 0. (3.22)

La dos primeras ecuaciones son las ecuaciones de movimientode Hamilton y la tercera es el

conjunto de constricciones primarias. Podemos observar que la teoría es invariante bajo la transfor-

maciónH → H +µ rφr , esto daría lugar a una redefinición de los multiplicadoresλ r → λ r +µ r .

Definiendo los corchetes de Poisson de dos funcionesF(q, p) y G(q, p) del espacio fase como
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{F,G}= ∂F
∂qi

∂G
∂ pi

− ∂G
∂qi

∂F
∂ pi

, (3.23)

podemos escribir las ecuaciones de movimento de Hamilton(3.20)-(3.21) de la siguiente manera

ṗi = {pi ,H}+λ r{pi ,φr} (3.24)

q̇i = {qi ,H}+λ r{qi ,φr}. (3.25)

Para un función general del espacio faseF(q, p) la ecuación de movimiento queda expresada por

Ḟ =
∂F
∂ pi

dpi

dt
+

∂F
∂qi

dqi

dt

=
∂F
∂ pi

(
− ∂H

∂qi −λ r ∂φr

∂qi

)
+

∂F
∂qi

(
∂H
∂ pi

+λ r ∂φr

∂ pi

)

= {F,H}+λ r{F,φr}. (3.26)

Si definimos el Hamiltoniano primario mediante

Hp = H +λ rφr , (3.27)

podemos ver que la ecuación de movimiento para la función F sepuede expresar como

Ḟ ≈ {F,Hp}. (3.28)

Podemos ulilizar la igualdad "debil" en la ecuación (3.26),es decir, restringida a la superficie

de constricción. Por otra parte, El Hamiltoniano primarioHp contiene, hasta el momento, toda la

información del sistema.

3.6 Condiciones de consistencia y restricciones secundarias

Para obtener resultados razonables se tienen que imponer ciertas condiciones de consistencia,

cuando el sistema evoluciona en el tiempo, este no tiene que salir de la subvariedad definida por

las restricciones. En otras palabras, la evolución del sistema debe preservar las constricciones en el

tiempo, es decir que las funcionesφ̇r ≈ 0. Esto se puede escribir matemáticamente como [55]
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φ̇r = {φr ,H}+λ s{φr ,φs} ≈ 0. (3.29)

La ecuación anterior se puede considerar como un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas

para los multiplicadores de Lagrangeλ s, la posibilidad de hallar los multiplicadores de Lagrange

depende de las característica de{φr ,H} y Prs = {φr ,φs}, es decir, se tienen los siguientes casos

1. {φr ,H} , 0, detPrs , 0.

Todos los multiplicadores se pueden despejarλ s ≈−Psr{φr ,H}.

2. {φr ,H} , 0, detPrs ≈ 0. Para poder conocer cuantos multiplicadores pueden ser determinados

en este paso, se calcula el rango dePrs que es denotado porE, mientras que la nulidad dePrs la

cual esR′−E nos da la información de el número de multiplicadores de Lagrange que quedarán

indeterminados, de modo que habrá funciones arbitrarias enlas ecuaciones de movimiento. Si los

vectores nulosV r
(ρ) ((ρ) = 1, ...,R′−E) que por definición satisfacen

{φr ,φs}V r
(ρ) ≈ 0, (3.30)

multiplicando ambos lados de (3.29) porVr
(ρ), se obtiene

φsecρ = φ̇rV
r
(ρ) ≈ {φr ,H}Vr

(ρ)+λ s{φr ,φs}V r
(ρ) ≈ {φr ,H}V r

(ρ). (3.31)

Para cada vector nulo estas ecuaciones podrán producir condiciones en las variables del espa-

cio fase que son independientes de las restriciones primarias. Estas(ρ) relaciones, implican(ρ)

constricciones adicionales en la teoría, a las cuales se lesllama restricciones secundarias.

Debido a las condiciones de consistencia, también se requiere que las constricciones secundarias

sean preservadas en el tiempo, esto implica repetir los mismos pasos anteriores aplicados a las

constricciones secundarias, esto se hace con el fin de verificar si aparecen constricciones terciarias,

o que se puedan determinar multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones primarias y

secundarias, este proceso termina después de un número finito de pasos.

3.7 Restricciones de primera y segunda clase

De acuerdo a Dirac [32], es posible distinguir dos tipos de funciones en el espacio fase. Por lo

tanto, se debe tener una defición clara sobre este punto.

Definición: Una función es llamada de primera clase si el corchete de Poisson de dicha función
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con todas las restricciones es débilmente igual a cero

{F,φr} ≈ 0. (3.32)

en otro caso, la función F es llamada de segunda clase. Si F es de primera clase, entonces{F,φµ}
tiene que ser fuertemente igual a alguna combinación linealdeφ ′s, debido a que cualquier funcional

que es débilmente cero en el presente análisis es fuertemente igual a una combinación linealφ ′spues

que son las únicas cantidades independientes que son débilmente cero. Así,

{F,φµ}= f ρ
µ φρ . (3.33)

La importancia de la separación de las restricciones entre primera y segunda clase, es debido a

que las primeras serán las generadoras de las transformaciones de norma y las segundas permitirán

construir el Paréntesis de Dirac, que en las teorías que presentan este tipo restricciones vendrá

a reemplazar el paréntesis de Poisson a la hora de calcular laevolución dinámica del sistema. La

forma de hacer la separación de las restricciones se lleva a cabo de la siguiente manera: se construye

la matriz C de dimensiónJ×J cuyas entradas estan dadas porCr,s = {φr ,φs}, donde J es el número

total de restricciones primarias y secundarias, terciarias, etc. si eldetC≈ 0, entonces el espacio

nulo de C es J-T y proporciona la información de el número de restricciones de primera clase4.

Así, como en el caso de la identificación correcta de las restricciones primarias independientes, que

no venian dadas directamente de la definición de los momentos, para poder calcular las restricciones

independientes de primera clase, se calculan los vectores nulos de la matriz formada entre todas las

restricciones encontradas, primarias, secundarias, terciarias, etc., y se contraen dichas restricciones

con los vectores nulos, para poder identificar la forma correcta de las restricciones de primera clase.

Debido a que la separación relevante para las restriccioneses aquella que las distingue entre de

primera y segunda clase, conviene introducir una notación que tome en cuenta este hecho. Nosotros

denotaremos las restricciones de primera clase por la letragriegaγ y las de segunda clase porχ .

3.8 Transformaciones de norma y restricciones de primera clase

Estudiaremos las propiedades de la ecuación de movimiento de alguna variable dinámica para

entender el rol de las restricciones de primera claseγa. La evolución de la varibles dinámica F si no

4T es el rango de C
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depende explicitamente del tiempo, viene dada por

Ḟ = {F,H}+ηa{F,γa}. (3.34)

Los multiplicadoresηa en la ecuación de movimiento anterior son completamente arbitrarios, esto

quiere decir que se tiene una arbitrariedad en la elección delas funcionesηa, podemos esperar

que la solución a las ecuaciones de moviemiento contenga funciones arbitrarias del tiempo. Esta

arbitrariedad no puede tener ningún significado físico, debido a que la mecánica clásica es una teoría

determinista, por lo que dos estados que comparten las mismas condiciones iniciales no deben de

ser físicamente diferentes, se dirá que estos sistemas son equivalentes de norma [32].

Consideremos 2 funciones del espacio faseFη y Fη ′ con 2 multipladores diferentesη y η ′
que

parten del mismo estado inicialF0. Expandiendo el valor de F para un intervalo de tiempo pequeño

F(t) = F(0)+
dF
dt

|
t=0

t +
1

2

d2F
dt2

|
t=0

t2+ ..., (3.35)

insertando la ecuación de movimiento (3.34) en (3.35), se obtiene

F(t) = F(0)+ ({F,H}+ηa{F,γa})t + ..., (3.36)

ya que los coeficietesµa son completamente arbitrarios, se puede elegir diferentesvalores para

esos coeficientes y obtener valores diferentes para (3.36),siendo la diferencia de la forma

Fη −Fη ′ ≈ (ηa−η
′a)t{F,γ}, (3.37)

para un tiempo infinitesimalδ t, la diferencia es dada por

δF = εa{F,γa}, (3.38)

dondeεa = (ηa −η ′a)t. El cambioF(δ t) no es físico, ya que el estado de un sistema no puede

depender de la elección arbitraria de los coeficientes, además, ambos valores de la variableF(δ t)

corresponden al mismo estado físico. Por lo tanto, podemos concluir que la tramsformación in-

finitesimal generada por la funciónεaγa relaciona descripciones equivalentes de una mismo estado

físico. Este tipo de transformaciones se le denomina de norma, entonces podemos inferir que las

restricciones de primare claseγa son las generadoras de las transformaciones de norma de la teoría.
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Para finalizar esta sección, se mencionará brevemente el concepto de Hamiltoniano extendido y

acción extendida. Dirac conjeturó que todas las constricciones de primera clase eran generadores

de transformaciones de norma, y propuso por lo tanto, escribir las ecuaciones dinámicas utilizando

un Hamiltoniano que contenga las contricicones de primera ysegunda clase, al Hamiltoniano el

cual hace esta distinción se le conoce como Hamiltoniano extendido. Entonces, el Hamiltoniano

extendido se define como

HE = H
′
+vmγm, (3.39)

dondeH
′
se define de la siguiente manera

H ′ = HC+Umχm. (3.40)

Usando esta función Hamiltoniana, la ecuación de movimiento queda expresada por

Ḟ = {F,HE}. (3.41)

Para las variables dinámicas invariantes de norma, i.e. variables tales cuyo corchete de Pois-

son con los generadores de normaγa es débilmente cero, la evolución dinámica dada porHp, H
′

y HE es la misma. Para alguna otra variable, es necesario usarHE, que considera toda la libertad

de norma del sistema. La necesidad de un Hamiltoniano extendido no es algo que se deduzca de

la formulación Lagrangiana, pues el Hamiltoniano primariogenera las ecuaciones de movimiento

(3.20)− (3.21) que, por construcción, equivalen a las ecuaciones de Lagrange (3.3). La introduc-

ción del Hamiltoniano extendido es entonces una nueva característica del formalismo Hamiltoniano

que incluye de forma manifiesta la invariancia de norma. Por otra parte, podemos observar, que las

ecuaciones de movimiento (3.41) se puede obtener a partir dela acción

SE(q, p,v,U) =
∫
(pnq̇n−HC−vaγa−U rχr)dt =

∫
(pnq̇n−HE)dt, (3.42)

la cual se llamará acción extendida que, a diferencia deA dada por (3.2), ya contiene toda la

información del sistema. Las ecuaciones de movimiento quedan dadas por
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Ḟ = {F,HE}. (3.43)

y

φa = γa ≈ 0, (3.44)

φr = χr ≈ 0. (3.45)

3.9 Grados de libertad

Una vez identificadas las restricciones de primera y segundaclase, se puede llevar a acabo el

conteo de los grados de libertad.

Definición: Los grados de libertad de un sistema son el número de variables físicas independi-

entes necesarias para describir al sistema.

En los cursos de mecánica clásica elemental, se realiza el conteo de los grados de libertad de la

siguiente manera, al número de coordenadas generalizadas se le resta el número de restricciones

independientes. Tomando como punto de partida esto, se puede escribir que el número de grados de

libertad es

GL=
1

2

[
NVD− 2NFC−NSC

]
. (3.46)

Donde NVD=número de variables dinámicas, NFC=número de restricciones de primera clase y

NSC= número de restriciones de segunda clase. El factor1

2
es para compensar el hecho de que

usualmente los grados de libertad se refieren a las coordenadas generalizadasqi , al considerar todas

las variables canónicas también se considera a los momentosgeneralizadospi . El 2 que acompaña

al número de restricciones de primera clase es debido a su doble rol, tanto de restricciones como el

ser generadores de transformaciones de norma [55].

3.10 Corchetes de Dirac

Definimos el corchete de Dirac entre dos funciones F y G del espacio fase como [55]

{F,G}D = {F,G}−{F,χµ}∆µν{χν ,G}, (3.47)
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con {,} el paréntesis de Poisson y∆µν es la inversa de la matriz formada por el corchete de

Poisson entre las restricciones de segunda clase, que esta dada por∆µν = {χµ ,χν}, dondeχµ son

las restriciones de segunda clase.

El corchete de Dirac satisface las siguientes identidades algebraicas:

(1) {F,G}D =−{G,D}D (antisimetría),

(2) {c1F1+c2F2,G}D = c1{F1,G}D +c2{F2,G}D (Linealidad),

(3) {c,F}D = 0 (c=constante),

(4) {F,{G,H}D}D +{G,{H,F}D}D +{H,{F,G}D}D = 0 (identidad de Jacobi),

(5) {FG,H}D = F{G,H}D +{F,H}DG (Producto),

(6) {F,G}D = {F,G}(G de primera clase y F arbitraria),

(7) {χµ ,F}D = 0, ∀F.

Podemos observar que debido a las propiedas de los corchetesde Dirac, las ecuaciones de

movimiento (3.43) se pueden reescribir como

Ḟ = {F,HE}D. (3.48)

Después de realizar la separación de las restricciones entre de primera y segunda clase, se gen-

eralizó el paréntesis de Poisson al paréntesis de Dirac, en términos de la cual se pueden escribir las

ecuaciones más relevantes del formalismo (como la ecuacione (3.48)). Las restriciones de segunda

clase pasan a convertirse en identidades para algunas variables canónicas en términos de otras. Por

otra parte, es esta estructura del paréntesis de Dirac es la que se promoverá a conmutador a la hora

de intentar cuantizar la teoría [2,3].

3.11 Observables

La descripción de un sistema mediante un conjunto de variables cuya evolución dinámica depende

de parámetros arbitrarios es, claramente, ambigua y, por lotanto, insatisfactoria. Es necesario,

entonces, definir funcionesO cuya evolución esté libre de ambigüedades, lo cual ocurrirási su

corchete de Dirac con las restricciones es débilmente nulo:
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{O,γa}D ≈ 0. (3.49)

Estas funciones se denominan observables, es decir, son invariantes ante transformaciones de

norma y su evolución está completamente determinada. Si se describe un sistema mediante ob-

servables únicamente, los valores iniciales de estos permiten conocer su evolución sin ninguna am-

bigüedad [55].



Capítulo 4

Análisis Hamiltoniano de la acción

exótica

Como se ha comentado en el capítulo anterior, los sistemas singulares tienen un rol muy impor-

tante en la física. El caso más interesante de teoría singular, se da cuando el sistema bajo estudio

presenta una simetría llamada simetría de norma. Ejemplos de teorías de norma relevantes en la

física podemos citar a la teoría del campo electromagnético, la teoría de Yang-Mills, la teoría del

campo gravitacional, la teoría de supercuerdas, etc., [55]. En este capítulo, se hará un análisis de-

tallado de la acción exótica. Como se ha comentado en la introducción, la acción que describe

gravedad usando como variables dinámicas el vielbein y la conexión se conoce como la acción de

Palatini, en tres dimensiones dicha acción esta relacionada con la acción de Chern-Simons, esta

relación fue estudiada por Witten y reportado en [26], mostrando que la acción de Palatini sin con-

stante cosmológica y la acción de Chern-Simons1 son equivalentes. Cabe mencionar, que en el

análisis realizado por Witten en [26] a la acción exótica, propone que dicha acción sea invariante

ante cierto tipo de transformaciones, rotaciones y traslaciones, que en princpio son obtenidas para

la acción de Palatini con constante cosmológica, sin embargo, la simetría fundamental de norma

no fue identificada, por lo tanto, parte del análisis realizado en este capítulo, es la obtención de las

transformaciones de norma correcta para los campos(eI ,AIJ) así como también para sus respectivos

momentos canónicos, ya que no se encuentra reportado en la literatura. Por otra parte, también se

realiza el cálculo de los grados de libertad, los corchetes de Dirac, etc,. Toda esta información se

obtiene mediante la implementación del formalismo de Diracestricto.

1con un grupo de estructuraISO(2,1).

42
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4.1 Análisis Hamiltoniano de la acción exótica en tres dimensiones

La acción exótica en tres dimensiones está dada por

S[e,A]exotic=
1

2

∫

M
AIJ ∧dAIJ +

2

3
AIK ∧AKL ∧AL

I +
∫

M

Λ
2

eI ∧DeI , (4.1)

dondeAIJ = Aµ
IJdxµ es la conexión que toma valores en el algebra de Lie del grupoSO(2,1) y eI

corresponde al campo de triada o campo gravitacional (ver [26, 30] para más detalles al respecto),

µ ,ν = 0,1,2 son los índices de espacio tiempo,xµ son las coordenadas que etiquetan los puntos de

la variedad tridimensionalM e I ,J= 0,1,2 son los índices internos que pueden ser bajados y subidos

por la métrica interna LorentzianaηIJ = (−1,1,1), y la derivada covariante de la conexión esta dada

por,DaAb
IJ = ∂aAb

IJ +Aa
IK AbK

J+Aa
JKAb

I
K y F IJ

ab= ∂aAb
IJ −∂bAa

IJ +Aa
IK AbK

J−Ab
IK AaK

J es

la dos forma de curvatura.

La acción exótica se puede ver como el acoplamiento de dos términos toplógicos, el término de

Chern-Simons (el primer término a la izquierda de (4.1)) y eltérmino topológico de Nieh-Yang [54].

Más adelante vamos a encontrar una analogía entre el términode Nieh-Yang y el problema de

Landau [56].

La ecuaciones de movimiento que se obtienen de (4.1) estan dadas por

δS[A,e]exotic

δAα IJ : εαµνRIJµν [A]−ΛεαµνeIµ eJν = 0,

δS[A,e]exotic

δeIα
: ΛεαµνDµeI

ν = 0. (4.2)

La primera ecuación de movimiento expresa las ecuaciones deEinstein en el formalismo de primer

orden y la segunda hace referencia a la condición de no torsión. Si se contrae las ecuaciónes de

movimiento con la inversa de la triadaed
I , esto implica que el espacio-tiempo tiene una curvatura

constante igual a6Λ.

Por otra parte, se comentó anteriormente, que el método de Dirac estricto es aquel en el cual se

considera a todos los campos que definen a la teoría como dinámicos. Es importante remarcar, que

por lo general el análisis hamiltoniano de cualquier teoríase lleva a cabo teniendo en cuenta sólo

aquellas variables dinámicas que apararecen en la densidadLagrangiana con derivada temporal [26,

27, 39]. Sin embargo, el precio a pagar por el desarrollo del análisis en un espacio fase reducido es

que no podemos conocer la estructura completa de la restricciones, el álgebra y las transformaciones

de norma definidas en el espacio fase completo [26, 27, 39]. Por lo tanto, es necesario realizar
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un análisis Hamiltoniano completo de cualquier acción con el fin de obtener todas las simetrías

relevantes de la teoría.

De esta manera, realizando la descomposición 2+1 del espacio tiempo, suponiendo que la variedad

del espacio tiempo es de la formaM3 = Σ×R, dondeΣ corresponde a la superficie de Cauchy yR

representa un parámetro de evolución, se puede escribir la acción (4.1) como

S[e,A]exotic=

∫

M
ε0ab

[
1

2
A0

IJFIJab+
1

2
Ab

IJȦaIJ +
Λ
2

eIbėI
a+ΛeI

aDbeI0−
Λ
2

A0
IJeaIebJ

]
dx3, (4.3)

donde se puede identificar la siguiente densidad Lagrangiana

L =
1

2
ε0abA0

IJFIJab+
1

2
ε0abAb

IJȦaIJ+
Λ
2

ε0abeIbėI
a+Λε0abeI

aDbeI0−
Λ
2

ε0abA0
IJeaIebJ. (4.4)

El conjunto de variables dinámicas de la acción (4.1) son(eI
α ,Aα

IJ) y sus respectivos momentos

canónicos(Πα
I ,Πα

IJ). Los momentos canónicos están dados por

Πα
IJ =

δL

δ Ȧα IJ
, Πα

I =
δL

δ ėI α
. (4.5)

Los elementos de la matriz Hessiana

∂ 2L

∂ (∂µeI
α)∂ (∂µeI

β )
,

∂ 2L

∂ (∂µeI
α)∂ (∂µ Aβ

IJ)
,

∂ 2L

∂ (∂µAα IJ)∂ (∂µAβ
IJ)

, (4.6)

es una matriz de dimensión18× 18. Y debido a que sólo aparecen primeras derivadas deeI
a y

Aa
IJ con respecto al parámetro de evolución,x0, y no aparecen derivadaseI

0 y A0
IJ con respecto a

este parámetro puede verse que la Hessiana es la matriz cero,y cuya nulidad es 18, por lo tanto se

esperan 18 restricciones primarias independientes. De la definición (4.5) se pueden identificar las

siguientes18 restricciones primarias

φ I
0 := ΠI

0 ≈ 0,

φ I
a := ΠI

a− Λ
2

ε0abeIb ≈ 0,

φ IJ
0 := ΠIJ

0 ≈ 0,

φ IJ
a := ΠIJ

a− ε0ab

2
AbIJ ≈ 0. (4.7)

De estas 18 restricciones primarias encontradas, y en el caso de ser las correctas deben satisfacer las

condiciones de regularidad, para lo cual basta con comprobar que el rango de la matriz Jacobiana

es constante en toda la subvariedad definida por las restricciones; en efecto, después de realizar los

cálculos se ve que el rango es constante, por lo que estas restricciones son las correctas.



Capítulo 4: Análisis Hamiltoniano de la acción exótica 45

El Hamiltoniano canónico tiene la siguente estructura

Hc =

∫
dx2
[
− 1

2
A0

IJε0abFabIJ+
A0

IJ

2
[eIaΠJ

a−eJaΠI
a]− 2eI

0DaΠI
a
]
, (4.8)

y el Hamiltoniano primario se define como

HP = Hc+

∫
dx2
[
λ I

α φ I
α +λ IJ

αφ IJ
α] , (4.9)

dondeλ I
α ,λ IJ

α son los multiplicadores de Lagrange y(φ I
α ,φ IJ

α) las restricciones primarias dadas

por (4.7). El paréntesis de Poisson entre las variables canónicas de la teoría es dado por

{eα
I(x),Πβ

J(y)} = δ β
α δ I

Jδ 2(x−y),

{Aα
IJ(x),Πβ

KL(y)} =
1

2
δ β

α
(
δ I

Kδ J
L −δ I

Lδ J
K
)

δ 2(x−y). (4.10)

Debido a que las restricciones deben preservarse en el tiempo, como ya se explicó en el capí-

tulo (3), se imponen las relaciones de consistencia, a partir de las cuales se podrán encontrar las

restricciones secundarias

De esta manera, primero calculamos el rango de la matrizG, formada por los corchetes de Poisson

entre las constricciones primarias (4.7) que nos dará la información de cuantos multiplicadores de

Lagrange se van a poder determinar y la nulidad corresponde al número de restricciones secundarias

esperadas. La matrizG tiene la siguiente estructura

G=




φK
0(y) φK

b(y) φKL
0(y) φKL

b(y)

φ I
0(x) {φ I

0(x),φK
0(y)} {φ I

0(x),φK
b(y)} {φ I

0(x),φKL
0(y)} {φ I

0(x),φKL
b(y)}

φ I
a(x) {φ I

a(x),φK
0(y)} {φ I

a(x),φK
b(y)} {φ I

a(x),φKL
0(y)} {φ I

a(x),φKL
b(y)}

φ IJ
0(x) {φ IJ

0(x),φK
0(y)} {φ IJ

0(x),φK
b(y)} {φ IJ

0(x),φKL
0(y)} {φ IJ

a(x),φKL
b(y)}

φ IJ
a(x) {φ IJ

a(x),φK
0(y)} {φ IJ

a(x),φK
b(y)} {φ IJ

a(x),φKL
0(y)} {φ IJ

a(x),φKL
b(y)}




×δ 2(x−y), (4.11)

donde los elementos de la matrizG, que son diferentes de cero, estan dados por
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{φ I
a(x),φK

b(y)} = −Λε0abηIK δ 2(x−y),

{φ IJ
a(x),φKL

b(y)} =
1

2
ε0ab(ηILηJK −ηIK ηJL)δ 2(x−y), (4.12)

El rango de la matrizG2 es 12 y la nulidad 6, por lo tanto se esperan 6 vectores nulos. Utilizando

los vecotres nulos y las condiciones de consistencia, se obtienen las siguientes 6 constricciones

secundarias

γ0
I = ΠI

0 ≈ 0,

γ0
IJ = ΠIJ

0 ≈ 0,

φ̇0
IJ = {φ IJ

0(x),HP} ≈ 0 ⇒ ψIJ :=
1

2
[ε0abFIJab+eJaΠI

a−eIaΠJ
a]≈ 0,

φ̇0
I = {φ I

0(x),HP} ≈ 0 ⇒ ψI := 2DaΠI
a ≈ 0, (4.13)

y los 12 multiplicadores de Lagrange

φ̇ I
a = {φ I

a,HP} ≈ 0⇒−Λε0ab(λ b
I +Dbe0

I)≈ 0,

φ̇ IJ
a = {φ IJ

a,HP} ≈ 0⇒ ε0ab(λ b
IJ −DbA0

IJ)≈ 0. (4.14)

Debido a que la teoría presenta restricciones secundarias,se calcula el Hamiltoniano secundario

Hs, sumándole al Hamiltoniano primario una combinación lineal de las restricciones secundarias,

y se calculan las relaciones de consistencia sobre éstas. Puede verse que esta teoría ya no presenta

restricciones terciarias, por lo que el número total de restricciones obtenidas es;18 restricciones

primarias +6 restricciones secundarias= 24 restricciones.

4.2 Restriciones de primera y segunda clase

Una vez calculadas todas las restriciones de la teoría, se procede a clasificarlas, recordando que

la clasificación importante entre ellas es aquella que distingue las de primera clase (generadoras de

las transformaciones de norma) de las de segunda clase (que permitirán construir el paréntesis e

Dirac). Para llevar a cabo esta clasificación hay que calcular el corchete de Poisson entre todas las

2G es una matriz de dimensión 18×18
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restricciones, las cuales son las entradas de la matriz W de dimensión 24×24 dada por ,

W=




φK
ν(y) φKL

ν(y) ψK(y) ψKL(y)

φ I
µ(x) {φ I

µ(x),φK
ν(y)} {φ I

µ(x),φKL
ν(y)} {φ I

µ(x),ψK(y)} {φ I
µ(x),ψKL(y)}

φ IJ
µ(x) {φ IJ

µ(x),φK
ν(y)} {φ IJ

µ(x),φKL
ν(y)} {φ IJ

µ(x),ψK(y)} {φ IJ
µ(x),ψKL(y)}

ψI (x) {ψI (x),φK
ν(y)} {ψI (x),φKL

ν(y)} {ψI (x),ψK(y)} {ψI (x),ψKL(y)}
ψIJ(x) {ψIJ(x),φK

ν(y)} {ψIJ(x),φKL
ν(y)} {ψIJ(x),ψKL(y)} {ψIJ(x),ψKL(y)}




δ 2(x−y),

(4.15)

Donde se uso la siguiente abreviación en la notación de la matriz (4.15), φ I
µ = (φ I

0,φ I
a) y

φ IJ
µ = (φ IJ

0,φ IJ
a). La componentes de la matrizW que son diferentes de cero, estan dadas por

{φ I
a(x),φJ

b(y)} = −Λε0abηIJδ 2(x−y),

{φ I
a(x),ψJ(y)} = −Λε0ab[ηIJ∂bδ 2(x−y)−AbIJδ 2(x−y)

]
,

{φ IJ
a(x),φKL

b(y)} =
1

2
ε0ab[ηILηJK −ηIK ηJL]δ 2(x−y),

{φ IJ
a(x),ψK(y)} = [Πa

I ηJK −Πa
JηIK ]δ 2(x−y),

{φ IJ
a(x),ψKL(y)} =

ε0ac

2
[AcILηJK −AcJLηIK −AcKJηIL +AcKIηJL

+(ηIK ηJL−ηILηJK)∂c]δ 2(x−y),

{ψI (x),ψKL(y)} = ∂aδ 2(x−y) [ηIK Πa
L −ηILΠa

K ]+δ 2(x−y) [AaLIΠa
K −AaKIΠa

L] ,

{ψIJ(x),ψKL(y)} =
1

4

[
ηIK (Πa

LeJa−Πa
JeLa)+ηJL(Πa

KeIa −Πa
I eKa)+ηKJ(Πa

I eLa−Πa
LeIa)

+ηIL(Πa
JeKa−Πa

KeJa)
]
δ 2(x−y).

La matriz W tiene rango=12 y 12 vectores nulos, lo cual implica que hay 12 restricciones de primera

clase y 12 de segunda clase. Usando la contracción de los vectores nulos con (4.7) y (4.13), podemos

identificar las 12 constricciones de primera clase

γ0
I = ΠI

0 ≈ 0,

γ0
IJ = ΠIJ

0 ≈ 0,

γI = −2DaΠI
a+Daχa

I +ΛeJ
aχIJ

a,

γIJ = Daφa
IJ +

ε0ab

2
FIJab+

1

2
[ΠI

aeJa−ΠJ
aeIa], (4.16)
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del rango de la matriz W, formada por los corchetes de Poisson(4.11) entre todas las restricicones,

se obtiene la información del número de restricciones de segunda clase, en este caso se esperan 12

restricciones de segunda clase que estan dadas por,

χ I
a = ΠI

a− Λ
2

ε0abeIb ≈ 0,

χ IJ
a = ΠIJ

a− ε0ab

2
AbIJ ≈ 0. (4.17)

Es importante señalar que estas constricciones no estan reportadas en la literatura, y la estructura

completa de las restricciones definidas en el espacio fase completo es relevante para conocer de

forma correcta las transformaciones de norma en la teoría. Toda esta información es únicamente

posible, mediante la implementacion del formalismo estricto de Dirac. De hecho, se puede con-

sultar la estructura de las restricciones reportadas en [26] y la estructura de las restricciones (4.16).

Podemos ver que en [26] solo hay restricciones de primera clase y la estructura de esas restricciones

difiere de la encontrada en (4.16).

El álgebra de las restricciones esta dada por

{χ I
a(x),χJ

b(y)} = −Λε0abηIJδ 2(x−y),

{χ I
a(x),γJ(y)} = Λχ IJ

aδ 2(x−y)≈ 0,

{χ I
a(x),γJN(y)} =

1

2
[ηIJχN

a−ηINχJ
a]δ 2(x−y)≈ 0,

{χ IJ
a(x),γL(y)} =

1

2
[ηILχa

J −ηJLχa
I ]δ 2(x−y)≈ 0,

{χ IJ
a(x),γKL(y)} =

1

2
[χa

ILηKJ − χa
JLηKI + χa

KI ηLJ− χa
KJηLI ]δ 2(x−y)≈ 0,

{χ IJ
a(x),χKL

b(y)} =
1

2
ε0ab[ηILηJK −ηIK ηJL]δ 2(x−y),

{γI (x),γJ(y)} = ΛγIJδ 2(x−y)≈ 0, (4.18)

{γI (x),γKL(y)} =
1

2
[γKηIL − γLηIK ]δ 2(x−y)≈ 0, (4.19)

{γIJ(x),γKL(y)} = − 1

2
[γILηJK − γIK ηJL+ γJKηIL − γJLηIK ]δ 2(x−y)≈ 0. (4.20)

Podemos observar que el álgebra de las constricciones de primera clase forman un álgebra cer-

rada, y no se necesitan condiciones sobre lasε IJK para que el álgebra cierre, este resultado es difer-

ente a lo que sucede en la formulación de Palatini [34]. En efecto, en la formulación de la teoría de

Palatini el álgebra es cerrada si las constantes de estrutura ε IJK son las del grupoSO(2,1) [34]. De-

bido al paréntesis (4.18), el álgebra de las restricccionesno forma un álgebra de PoincaréISO(2,1),



Capítulo 4: Análisis Hamiltoniano de la acción exótica 49

sin embargo, es un álgebra de PoincaréΛ-deformada y el grupo interno de la acción exótica es

SO(2,1). Por otra parte, podemos observar que las restricciones de la acción de Palatini sin con-

stante cosmológica forman un álgebra de PoincaréISO(2,1) [34, 57, 58] y el grupo de interno es

SO(2,1); en la acción exótica, el valor de la constante cosmológica no puede ser cero, la razón de

esto se verá más adelante.

4.3 Corchetes de Dirac

Una véz identificadas las restricciones de segunda clase, podemos construir los corchetes de

Dirac. Para poder construir los paréntesis de Dirac, se necesita construir la siguiente matriz, donde

las entradas de la matriz estan dadas por los corchetes de Poisson entre las contricciones de segunda

clase

Cαβ =




0 −ΛηIJ 0 0

ΛηIJ 0 0 0

0 0 0
1

2
[ηILηJK −ηIK ηJL]

0 0 − 1

2
[ηILηJK −ηIK ηJL] 0




ε0abδ 2(x−y), (4.21)

la inversa de la matriz (4.21) esta dada por

C−1
αβ =




0
1

Λη IJ
0 0

− 1

Λη IJ
0 0 0

0 0 0 −2
[
η ILηJK −η IK ηJL

]

0 0 2
[
η ILηJK −η IK ηJL

]
0




ε0abδ 2(x−y).(4.22)

haciendo uso de la definición del paréntesis de Dirac dadas en(3.47), los corchetes de Dirac de

la teoría estan dados por

{eI
a(x),Πb

J(y)}D = {eI
a(x),Πb

J(y)}P+

∫
dudv{eI

a(x),ζ α (u)}C−1
αβ (u,v){ζ β (v),Πb

J(y)},

=
1

2
δ b

aδ I
Jδ 2(x−y), (4.23)
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{eI
a(x),e

J
b(y)}D = {eI

a(x),e
J

b(y)}P+
∫

dudv{eI
a(x),ζ α (u)}C−1

αβ (u,v){ζ β (v),eJ
b(y)},

=
1

Λ
η IJε0abδ 2(x−y), (4.24)

{Πa
I(x),Πb

J(y)}D = {Πa
I (x),Πb

J(y)}P+

∫
dudv{Πa

I (x),ζ α (u)}C−1
αβ (u,v){ζ β (v),Πb

J(y)},

=
Λ
4

ηIJε0abδ 2(x−y), (4.25)

{AIJ
a(x),Πb

LN(y)}D = {AIJ
a(x),Πb

LN(y)}P+

∫
dudv{AIJ

a(x),ζ α (u)}C−1
αβ (u,v){ζ β (v),Πb

LN(y)},

=
1

4
δ b

a
[
δ I

Lδ J
N −δ I

Nδ J
L
]

δ 2(x−y), (4.26)

{AIJ
a(x),A

LN
b(y)}D = {AIJ

a(x),A
LN

b(y)}P+
∫

dudv{AIJ
a(x),ζ α (u)}C−1

αβ (u,v){ζ β (v),ALN
b(y)},

=
1

2

[
η ILηJN−η INηJL

]
ε0abδ 2(x−y), (4.27)

{Πa
IJ(x),Πb

LN(y)}D = {Πa
IJ(x),Πb

LN(y)}P+
∫

dudv{Πa
IJ(x),ζ α (u)}C−1

αβ (u,v){ζ β (v),Πb
LN(y)},

=
1

8
[ηILηJN−ηINηJL]ε0abδ 2(x−y). (4.28)

{eI
a(x),A

LN
b(y)}D = {eI

a(x), ,A
LN

b(y)}P+

∫
dudv{eI

a(x),ζ α (u)}C−1
αβ (u,v){ζ β (v), ,ALN

b(y)},

= 0, (4.29)

{eI
a(x),Πb

LN(y)}D = {eI
a(x),Πb

LN(y)}P+
∫

dudv{eI
a(x),ζ α (u)}C−1

αβ (u,v){ζ β (v),Πb
LN(y)},

= 0, (4.30)
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{AIJ
a(x),Πb

L(y)}D = {AIJ
a(x),Πb

L(y)}P+
∫

dudv{AIJ
a(x),ζ α (u)}C−1

αβ (u,v){ζ β (v),Πb
L(y)},

= 0, (4.31)

Es importante señalar que los campose, A y sus momentos canónicos asociados, tienen una

estructura no conmutativa a nivel de los corchetes de Dirac,y la constante cosmológica no puede

ser valuada en cero, debido a que surge una singularidad en alguno de los corchtes de Dirac (4.24).

Por otro lado, el análisis realizado a la acción de Palatini reportado en [34], revela que los corchetes

de Dirac entre los campose andA presenta una estructura conmutativa y la constante cosmológica

valuada en cero no presenta algun inconveniente. Estos resultados muestran diferencias entre la

acción de Palatini y la acción exótica a nivel clásico.

Por otro lado, podemos encontrar cierta analogía entre el término de Nieh-Yang actuando como

un tipo de "campo magnético", con el problema de Landau. De hecho, para una partícula cargada y

de masamconfinada por un potencial cuadrático y que se mueve en un campo magnético uniforme,

la Lagrangiana es dada por [56]

L =
m
2

x2a+
B
2

εabẋ
axb− K

2
x2a, (4.32)

dondeB es el campo magnético yK es una constante. La acción (4.32) no es singular y el análisis

Hamiltoniano es fácil de realizar. Debido a que la acción no es singular, se puede elegir el valor deB

o K igual a cero sin ningún problema. Sin embargo, al tomar el límite m→ 0 el sistema se convierte

en un sistema singular y despues de realizar el análisis de Dirac de (4.32) en ese límite, se determina

que el sistema presenta restriciones de segunda clase, y lascoordenadas son no conmutativas a nivel

de los corchetes de Dirac; donde los corchetes de Dirac estandados por{xa,xb}D = − εab

B , por lo

tanto, para esta teoríaB no puede ser cero; de hecho, el espectro de energía depende deun factor
1

B [56]. De esta manera, en analogía con la acción (4.32), en la acción exótica, el término de Nieh-

Yang es un tipo de "campo magnético" (ver el términoΛ
2

ε0abėI
aeIb de (4.4)), es decir, la constante

cosmológica se puede ver como un tipo de "campo magnético"B y el campoecomo la coordenada

no conmutativa (ver (4.24)). También, el término de Chern-Simons puede tratarse de la misma

manera, el término de Chern-Simons es no conmutativo en la conexiónA (ver (4.27)) y el término

de Nieh-Yang es no conmutativo en el campo e.

Por lo tanto, podemos llegar a la conclusión, de que para un sistema singular, no es correcto fijar

parámetros de manera totalmente arbitraria sin haber realizado un análisis detallado. Para llevar
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a cabo el análisis a un sistema singular con parámetros arbitrarios, primero, se debe realizar el

análisis mediante el formalismo de Dirac, y después, se puede estudiar el comportamiento tomando

los diversos límites de los parámetros. La acción exótica (4.1) es un sistema singular y el análisis

realizado indica que la constante cosmológica no puede ser cero.

A partir del análisis realizado a la acción exótica se encontro que, los corchetes de Dirac para las

variables dinámicas que definen a la acción exótica y la acción de Palatini con constante cosmológ-

ica son diferentes. A continuación, se menciona de manera breve algunas diferencias entre la acción

exótica y la acción de Palatini con constante cosmológica:

La acción exótica

• La estructura de los corchetes de Dirac entre las variables dinámicas, es no conmutativa.

• La constante cosmológica no puede ser valuada en cero.

La acción de Palatini

• La estructura de los corchetes de Dirac entre las variables dinámicas, es conmutativa.

• La constante cosmológica puede ser valuada en cero.

4.4 Acción extendida y Hamiltoniano extendido

La identificación de las restricciones permite identificar la acción extendida. Usando las constri-

cciones de primera clase (4.16), las constricciones de segunda clase (4.17), y los multiplicadores de

Lagrange (4.14) podemos determinar que la acción extentidatiene la siguiente estructura

SE[e
I
α ,A

IJ
α ,Πα

I ,Πα
IJ,u0

I ,u0
IJ,uI ,uIJ ,va

I ,va
IJ] =

∫

M

[
ėI

αΠα
I + ȦIJ

α Πα
IJ

−H ′−u0
I γ I

0−u0
IJγ IJ

0−uI γ I −uIJγ IJ −va
I χ I

a−va
IJχ IJ

a]dx3, (4.33)

dondeH
′
es una combinación lineal de restricciones de primera clase

H
′
=
∫ [

e0
I γ I −A0

IJγ IJ
]
dx2, (4.34)

y u0
I ,u0

IJ ,uI ,uIJ ,va
I ,va

IJ son los multiplicadores de Lagrange que hacen que se cumplanlas restri-

ciones. De la acción extendida (4.33) podemos identificar elHamiltoniano extendido dado como

HE = H
′
+
∫ [

u0
I γ0

I +u0
IJγ0

IJ +uI γ I +uIJγ IJ
]
dx2. (4.35)
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Es importante señalar, que la teoría analizada, tiene un Hamiltoniano extendido que es una combi-

nación de restricciones de primera clase, esto refleja la covarianza general de la teoría, tal como pasa

en RG3 en 4D. Una vez encontradas la acción y hamiltoniana extendida, siguiendo con el análisis,

se calcularán las transformaciones de norma. Las transformaciones de norma son fundamentales

para la identificación de las observables físicas [55]; paraencontrar dichas transformaciones se us-

ará el formalismo de Castellani [59], el cual permite definirel generador de estas transformaciones

en términos de las restricciones de primera clase de la siguiente manera

G=
∫

∑

[
D0ε I

0γ0
I +D0ε0

IJγ0
IJ + ε I γ I + ε IJγ IJ

]
. (4.36)

Así, las transformaciones de norma en el espacio fase, que dejan covariantes las ecuaciones de

movimiento y a la acción extendida, están dadas por

δ 0eI
0 = D0ε I

0,

δ 0eI
a = Daε I + ε IJeaJ,

δ 0A0
IJ = D0ε0

IJ,

δ 0Aa
IJ =

Λ
2

[
eJ

aε I −eI
aεJ]−Daε IJ,

δ 0Π0
I = 0,

δ 0Πa
I =

Λ
2

ε0ab∂ bεI +ΛεJΠa
IJ − εJ

I Πa
J,

δ 0Π0
IJ = −ε I

LΠ0
LJ + εJ

LΠ0
LI ,

δ 0Πa
IJ =

1

2
[ε I Πa

J − εJΠa
I ]+

[
εJ

LΠa
IL − ε I

LΠa
JL

]
+

1

2
ε0ba∂bεIJ. (4.37)

En el capítulo 2, sección2.6.1, se obtuvieron las leyes de transformación locales para el grupo de

Poincaré para la campos(eI ,AIJ) que estan expresadas por las ecuaciones (2.84) y (2.85). Podemos

observar que los campos no transforman bajo el grupo de Poincaré sino más bien bajo una trans-

formaciónΛ-deformada del grupo de Poincaré, esto puede verse apartir de (4.37) donde podemos

observar que bajo traslaciones locales de Poincaré la conexión AIJ no transforma como (2.85). Por

otra parte, las transformaciones de norma para la acción exótica estan dadas por (4.37) y no corres-

ponden a los difeomorfismos, pero estas son transformaciones deformadasΛ-ISO(2,1) [58]. Sin

embargo, es bien sabido que esta teoría es covariante bajo difeomorfismos [53]; por lo que cabe

hacer la pregunta: ¿Cómo pueden ser rescatados los difeomorfismos en estas transformaciones ?, la

3Esta es una característica que tiene con RG, y en general con todas las teorías independientes del espacio-tiempo de
fondo y covariantes bajo difeomorfismos.
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respuesta está en redefinir los parámetros de norma de maneraconveniente como,ε0
I = ε I = ξ ρeI

ρ ,

ε0
IJ = ε IJ =−ξ ρAρ

IJ, las transformaciones de norma (4.37) toman la siguiente forma

e′I α → eI
α +Lξ eI

α +ξ ρ [DαeI
ρ −DρeI

α
]
,

A′
α

IJ → Aα
IJ +Lξ Aα

IJ +ξ ρ
[
RIJ

αρ −
Λ
2
(eI

αeJ
ρ −eJ

αeI
ρ)

]
, (4.38)

que corresponden a los difeomorfismos, los cuales a su vez sonuna simetría interna de la teoría.

Con la identificación corrrecta de las restricciones, se puede llevar a cabo el conteo de los grados de

libertad, el número de variables que es 36(eI
α ,Aα

IJ ,Πα
I ,Πα

IJ), se encontrarón12 constricciones

de primera clase(γ I
0,γ IJ

0,γI ,γIJ) y 12 constricciones de segunda clase(χ I
a,χ IJ

a) y se puede con-

cluir que la acción exótica en tres dimensiones, no tiene grados de libertad locales por punto, lo

cual define una teoría topológica, con todos estos resultados obtenidos, terminamos nuestro análisis

detallado de la acción exótica.



Capítulo 5

Análisis Hamiltoniano de la acción de

Bonzom-Livine

Como se ha comentado en la introducción, Holst introdujo unaacción la cual depende de un

parámetro, el parámetro de Barbero-Immirzi [17] , el cual lollamaraemos de ahora en adelante el

parámetroγ . En efecto, dependiendo de los valores que dicho parámetro tome, uno puede obtener

los diferentes escenarios que se encuentran en gravedad canónica. Respecto a este punto, para el

caso 3D existe una acción la cual es equivalente a la acción deHolst. Dicha acción es conocida como

la acción de Bonzom-Livine. La acción de BL está formada por la acción de Palatini más la acción

exótica acompañada del parámetroγ , de esta manera, la acción de BL da un conjunto de acciones

que reproducen las mismas ecuaciones de movimiento que la acción exótica y la acción de Palatini.

Cabe mencionar que en [39] se ha realizado un análisis canónico de la acción de BL, sin embargo,

dicho análisis se ha hecho usando el formalismo de Dirac reducido. De esta manera, en esta sección

vamos a desarrollar un análisis detallado de la acción de BL mediante el formalismo de Dirac

estricto. En general, estamos interesados en conocer la estructura completa de las restricciones y

conocer como es la estructura simpléctica de los corchetes de Dirac, así, con este análisis podremos

ver cuales son las diferencias entre las acciones de Palatini, exótica y la de BL, dado que las tres

acciones conducen a las mismas ecuaciones de movimiento.

5.1 Acción de Bonzom-Livine

El proposito de este capítulo es conocer la forma detallada de las restricciones y todo lo que

conlleva la implementación del formalismo de Dirac estricto a la acción propuesta por Bonzom-

55
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Livine BL.

Como se mencionó en la introucción, gravedad en tres dimensiones puede escribirse como una

teoría de Chern-Simons [25,26,39,60]. En el artículo desarrollado por Bonzom y Livine [39], pro-

ponen trabajar con el grupoG= SU(2) para describir gravedad Euclideana y la teoría es formulada

en términos de la triada y la conexión, estas variables estanrepresentadas por uno-formas valuadas

en el algebra de Lieg1, donde los índices internos son contraidos con la metrica deKilling δIJ
2 en

g. La acción para gravedad en 3D con constante cosmológicaΛ esta dada por la expresión

S′Palatini[A,e] =
∫ [

2eI ∧F I [A]+s
| Λ |
3

εIJKeI ∧eJ∧eK
]
,

(5.1)

las ecuaciones de movimiento de la acción (5.1) estan dadas por

dAeI = 0,

F I +
Λ
2

ε I
JKeJeK = 0. (5.2)

La acción (5.1) es invariante bajo transformaciones deSU(2) y los campos(e,A) transforman

como

e→ geg−1,

A→ gAg−1+gdg−1, (5.3)

con g∈ SU(2). La acción (5.1) es también invariante bajo traslaciones

δAI = Λε I
JKeJθK ,

δeI = dAθ I . (5.4)

La simetrías mencionadas anteriormente, pueden combinarse en una sola simetría mediante la

ampliación del grupo de rotación G a un grupoG̃. Esta idea es la clave para reescribir gravedad

3D como una teoría de Chern-Simons para el grupoG̃ [39]. El grupoG̃ puede serSO(4), ISO(3)

1g es el álgebra de Lie del grupo G.
2dondei, j = 1,2,3, son los índices del grupo SU(2).



Capítulo 5: Análisis Hamiltoniano de la acción de Bonzom-Livine 57

o SO(3,1) dependiendo si el valor de la constante cosmológica es positiva, cero o negativa. Los

generados del álgebra de Lie deg satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[JI ,JJ] = εIK
KJK [JI ,K J] = εIJ

KKK [ K I ,K J] = sεIJ
KJK , (5.5)

dondes=−1,0,1 es el signo de la constante cosmológica. El siguiente paso esdefinir una nueva

conexión para el grupõG, dada por̃A = AI JI +
√

| Λ |eI K I
3. Para construir la acción de Chern-

Simons, se necesita elegir una forma bilineal invariante nodegenerada en el álgebra de Lieg

〈JI ,K J〉= δIJ, 〈JI ,JJ〉= 〈K I ,K J〉= 0. (5.6)

Entonces, para el caso en el cual la constante cosmológica esdiferente de cero, la acción (5.1)

puede escribirse como una acción de Chern-Simons

S′[Ã] = S′Palatini[A,e] =
1√
|Λ|

∫

M
ε µνρ

(〈
Ãµ ,∂ν Ãρ

〉
+

1

3

〈
Ãµ , [Ãν , Ãρ ]

〉)
. (5.7)

Si se desea obtener el caso de la formulación de Palatini sin constante cosmológica, entonces, se

eliges= 0 y
√

| Λ |= 1 en la acción (5.7) junto con las expresiones (5.5)-(5.6).

Por otra parte, siΛ , 0 existe otra forma bilineal invariante no degenerada dada por

(JI ,JJ) = δIJ (K I ,K J) = sδIJ (JI ,K J) = 0, (5.8)

en este caso, se obtiene la siguiente acción de Chern-Simons

S̃Exótica[Ã] =
1√
|Λ|

∫

M
ε µνρ

((
Ãµ ,∂ν Ãρ

)
+

1

3

(
Ãµ , [Ãν , Ãρ ]

))
, (5.9)

escribiendo la acción (5.9) en términos de los campos(e,A) y utilizando las expresiones (5.5) y

(5.7) se obtiene

3JI son los generadores de rotaciónes yK I los generadores de traslaciones.
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S̃Exótica[A,e] =
1√
| Λ |

[∫

M
AI ∧dAI +

1

3
εIJKAI ∧AJ∧AK

]

+s
√

| Λ |
∫

M
eI ∧dAeI , (5.10)

donde,AI = Aµ
I dxµ es la conexión valuada en el álgebra de LieSU(2) para el caso de gravedad

Euclideana yei corresponde a la triada,µ ,ν = 0,1,2 son los índices de espacio tiempo,xµ son

las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedad en tres dimensiones del espacio tiempoM

y I ,J = 0,1,2 son los indices internos que pueden subirse o bajarse con la métricaηIJ = (1,1,1).

Donde(dAv)I = dvI +[A,v]I = dvI + ε I
JKAJ∧vK y F I = dAI + 1

2
ε I

JKAJ∧AK.

La acción de BL esta definida como la combinación lineal de la acción (5.1) y la acción (5.10)

mediante un parámetroγ , que puede pensarse como un parámetro tipo Barbero-Immirzianálogo al

parámetro de que aparece en la acción de Holst en el caso 4D [17].

Por lo tanto, la acción de BL esta dada por [39]

Sγ [A,e] = S′Palatini[A,e]+
1

γ
S̃Exótica[A,e], (5.11)

a partir de la acción (5.11) se obtiene una familia de teoríasclásicamente equivalentes a gravedad

en 3D en el sentido de que la acción de Palatini y BL comparten las mismas ecuaciones de movimiento,

esto puede verse de la variación de la acción (5.11), donde las ecuaciones de movimiento estan dadas

por

δSγ [A,e]

δeµ I
: ε µνρ

[
F I

νρ [A]+s
| Λ |
2

ε I
JKeν

Jeρ
K
]
+s

√
| Λ |
γ

ε µνρdAeI
ρ = 0, (5.12)

δSγ [A,e]

δAµ I
: ε µνρdAeI

ρ +
1

γ
√

| Λ |
ε µνρ

[
F I

νρ [A]+s
| Λ |
2

ε I
JKeν

Jeρ
K
]
= 0. (5.13)

Las ecuaciones de movimiento (5.12) y (5.24) son equivalentes a las ecuaciones de Einstein. De-

bido a que se desea realizar el análisis Hamiltoniano, se procede a hacer la descomposición 2+1

del espacio-tiempo de la acción (5.11), suponiendo que la variedad del espacio tiempo es de la

formaM3 = Σ×R, dondeΣ corresponde a la superficie de Cauchy yR representa un parámetro de

evolución, la acción (5.11) adquiere la siguiente estructura
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Sγ [e,A] =
∫

d3x

[
2ε0abηIJ(e0

I +
1

γ
√

| Λ |
A0

I )(FJ
ab+s

| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+ 2ε0abηi j Daeb

I(AJ
0
+s

√
Λ

γ
eJ
0
)

+2ε0abηi j (e
I
b∂0AJ

a+
1

2γ
√

| Λ |
AI

b∂0AJ
a+s

√
| Λ |
2γ

eI
b∂0eJ

a)

]
, (5.14)

donde se puede identificar la siguiente densidad Lagrangiana

L = 2ε0abηIJ(e0
I +

1

γ
√

| Λ |
A0

I )(FJ
ab+s

| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+ 2ε0abηi j Daeb

I(AJ
0+s

√
Λ

γ
eJ
0)

+2ε0abηIJ(e
I
b∂0AJ

a+
1

2γ
√
| Λ |

AI
b∂0AJ

a+s

√
| Λ |
2γ

eI
b∂0eJ

a). (5.15)

El conjunto de variables dinámicas de la acción (5.11) son(eI
α ,AI

α) y sus respectivos momentos

canónicos. Los momentos canónicos(πα
I ,Πα

I). Los momentos canónicos estan dados por

Πα
I =

δL

δ Ȧα I
, πα

I =
δL

δ ėI α
. (5.16)

Los elementos de la matriz Hessiana son

∂ 2L

∂ (∂µeI
α)∂ (∂µeI

β )
,

∂ 2L

∂ (∂µeI
α)∂ (∂µAβ

I)
,

∂ 2L

∂ (∂µAα I )∂ (∂µAβ
I )
, (5.17)

son idénticamente cero, entonces, se espera encontrar18 constricciones primarias. De la definición

de los momentos(8.33) se pueden identificar las siguientes18 restricciones primarias

φ I
0 := π I

0 ≈ 0,

φ I
a := π I

a−s

√
| Λ |
γ

ε0abηIJeb
J ≈ 0,

ΦI
0 := ΠI

0 ≈ 0,

ΦI
a := ΠI

a− 2ε0abηIJ(eb
J +

1

2γ
√

| Λ |
Ab

J)≈ 0. (5.18)

El Hamiltoniano canónico esta expresado por

Hc=

∫
dx2
[
−2ε0abηIJDaeI

b(A
I
0+s

√
Λ

γ
eI
0)− 2ε0abηIJ(e0

I +
1

γ
√

| Λ |
A0

I )(FJ
ab+s

| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)

]
,

(5.19)
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y el Hamitltoniano primario viene expresado por

HP = Hc+
∫

dx2
[
λ I

α φ I
α +ξ I

α ΦI
α] , (5.20)

dondeλ I
α ,ξ I

α son los multiplicadores de Lagrange que hacen que se cumplanlas restriciones. Los

corchetes de Poisson de la teoría están dados por

{eα
I (x),πβ

J(y)} = δ β
α δ I

Jδ 2(x−y)

{Aα
I (x),Πβ

J(y)} = δ β
α δ I

Jδ 2(x−y), (5.21)

El cálculo del rango de la matrizG, formada por los corchetes de Poisson entre las contricciones

primarias (5.18) nos da la información de cuantos multiplicadores de Lagrange se van a poder

determinar y la nulidad corresponde al número de restricciones secundarias esperadas, la matrizG

se contruye de la siguiente manera

G=




φJ
ν(y) ΦJ

ν(y)

φ I
µ(x) {φ I

µ(x),φJ
ν(y)} {φ I

µ(x),ΦJ
ν(y)}

ΦI
µ(x) {ΦI

µ(x),φJ
ν(y)} {ΦI

µ(x),ΦJ
ν(y)}


δ 2(x−y), (5.22)

donde se uso la siguiente abreviación en la notación de la matriz (5.22), φ I
µ = (φ I

0,φ I
a) y

ΦI
µ = (ΦI

0,ΦI
a).

donde, las entradas de la matrizG, estan dadas por

{φ I
a(x),φJ

b(y)} = −2s

√
| Λ |
γ

ε0abηIJδ 2(x−y),

{φ I
a(x),ΦJ

b(y)} = −2ε0abηIJδ 2(x−y),

{ΦI
a(x),ΦJ

b(y)} = −2
1

γ
√
| Λ |

ε0abηIJδ 2(x−y), (5.23)

El rango de la matrizG4 es 12 y la nulidad 6, por lo tanto se esperan 6 vectores nulos. Utilizando

los vecotres nulos y las condiciones de consistencia, se obtienen las siguientes 6 constricciones

4
G es una matriz de dimensión 18×18
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secundarias

γ I
0 = π I

0 ≈ 0,

γ I
0 = ΠI

0 ≈ 0,

φ̇ I
0 = {φ I

0(x),HP} ≈ 0 ⇒ ψI := 2ε0ab

[
s

√
| Λ |
γ

DaeIb +(FIab+
s | Λ |
2

ε IJKeJ
aeK

b)

]
≈ 0,

Φ̇I
0 = {ΦI

0(x),HP} ≈ 0 ⇒ ΨI := 2ε0ab

[
DaeIb +

1

γ
√

| Λ |
(FIab+

s | Λ |
2

ε IJKeJ
aeK

b)

]
≈ 0,(5.24)

y los 12 multiplicadores de Lagrange

φ̇ I
a = {φ I

a,HP} ≈ 0⇒ 2ε0abs− γ2

γ
√

| Λ |(−λbI +Dbe0I + εLIMeM
b AL

0)≈ 0,

Φ̇I
a = {ΦI

a,HP} ≈ 0⇒ 2ε0abs− γ2

γ2
(−ξbI +DbA0I +s | Λ | εLIMeM

b eL
0)≈ 0. (5.25)

Debido a que la teoría presenta restricciones secundarias,se calcula hamiltoniano secundarioHs,

sumándole al primario (5.20) una combinación lineal de las restricciones secundarias, y se calculan

las relaciones de consistencia sobre éstas. Puede verse queesta teoría ya no presenta restricciones

terciarias, por lo que el número total de restricciones obtenidas es;18 restricciones primarias +6

restricciones secundarias= 24 restricciones.

5.2 Restriciones de primera y segunda clase

Una vez calculadas todas las restriciones de la teoría, se procede a clasificarlas, recordando que

la clasificación importante entre ellas es aquella que distingue las de primera clase (generadoras de

las transformaciones de norma) de las de segunda clase (que permitirán construir el paréntesis de

Dirac). Para llevar a cabo esta separación hay que calcular el corchete de Poisson entre todas las

restricciones, las cuales son las entradas de la matrizW de dimensión 24×24

W =




φJ
ν(y) ΦJ

ν(y) ψJ(y) ΨJ(y)

φ µ
I (x) {φ µ

I (x),φν
J (y)} {φ µ

I (x),Φ
ν
J (y)} {φ µ

I (x),ψJ(y)} {φ µ
I (x),ΨJ(y)}

Φµ
I (x) {Φµ

I (x),φν
J (y)} {Φµ

I (x),Φν
J (y)} {Φµ

I (x),ψJ(y)} {Φµ
I (x),ΨJ(y)}

ψI (x) {ψI (x),φJ
ν(y)} {ψI (x),Φν

J (y)} {ψI (x),ψJ(y)} {ψI (x),ΨJ(y)}
ΨI (x) {ΨI (x),φν

J (y)} {ΨI (x),Φν
J (y)} {ΨI (x),ψJ(y)} {ΨI (x),ΨJ(y)}




δ 2(x−y),

(5.26)
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Donde se uso la siguiente abreviación en la notación de la matriz (5.26), φ I
µ = (φ I

0,φ I
a) y

ΦI
µ = (ΦI

0,ΦI
a).

La forma explícita de los elementos de la matrizW, están dados por

{φ I
a(x),φJ

b(y)} = −2s

√
| Λ |
γ

ε0abηIJδ 2(x−y),

{φ I
a(x),ΦJ(y)} = −2ε0abηIJδ 2(x−y),

{φ I
a(x),ψJ(y)} = −2ε0ab

[
s
√

| Λ |
γ

ηIJ∂b− εIJK(
s
√

| Λ |
γ

AK
b+s | Λ | eK

b)

]
δ 2(x−y),

{φ I
a(x),ΨJ(y)} = −2ε0ab

[
ηIJ∂b− εIJK(A

K
b+

s
√

| Λ |
γ

eK
b)

]
δ 2(x−y),

{ΦI
a(x),ΦJ

b(y)} = −2
1

γ
√

| Λ |
ε0abηIJδ 2(x−y),

{ΦI
a(x),ψJ(y)} = −2ε0ab

[
ηIJ∂b− εIJK(A

K
b+

s
√

| Λ |
γ

eK
b)

]
δ 2(x−y),

{ΦI
a(x),ΨJ(y)} = −2ε0ab

[
1

γ
√

| Λ |
ηIJ∂b− εIJK(

1

γ
√
| Λ |

AK
b+eK

b)

]
δ 2(x−y).

{ψI (x),ψJ(y)} = 0,

{ΨI (x),ΨJ(y)} = 0,

{ψI (x),ΨJ(y)} = 0.

(5.27)

La matrizW tiene rango=12 y 12 vectores nulos, lo cual implica que hay 12restricciones de

primera clase y 12 de segunda clase. Usando la contracción delos vectores nulos con (5.18) y

(5.24), podemos identificar las 12 constricicones de primera clase

γ0
I = π I

0 ≈ 0,

Γ0
I = ΠI

0 ≈ 0,

γI = Daφ I
a−s | Λ | ε I

J
KeK

aΦJ
a+ 2ε0abs

√
| Λ |
γ

DaeIb + 2ε0ab(FIab+
s | Λ |
2

ε IJKeJ
aeK

b),

ΓI = DaΦI
a− ε I

J
KeK

aφJ
a+ 2ε0abDaeIb + 2ε0ab 1

γ
√

| Λ |
(FIab+

s | Λ |
2

ε IJKeJ
aeK

b), (5.28)

a partir del rango de la matrizW, formada por los corchetes de Poisson (5.27) entre todas las

restricicones se obtiene la información del número de restricciones de segunda clase, en este caso
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se esperan 12 restricciones de segunda clase que estan dadaspor

χ I
a = π I

a−s

√
| Λ |
γ

ε0abηIJeb
J ≈ 0,

ΞI
a = ΠI

a− 2ε0abηIJ(eb
J+

1

2γ
√

| Λ |
Ab

J)≈ 0. (5.29)

Es importante señalar que todos los resulatdos obtenidos enesta sección son reportados en [66] y

forman parte de la contribucción de este trabajo. Cabe mencionar que la estructura completa de

las restricciones definidas en el espacio fase completo es relevante, por una parte, para conocer la

simetría de norma fundamental, por otra, al querer compararlos formalismos de Dirac y FJ, es

necesario realizar el análisis canónico en todo el espacio fase, esto será aclarado en las secciones

siguientes.

Una vez teniendo identificadas todas las restricciones, procederemos a calcular el álgebra entre

ellas. El álgebra de las restricciones está dada por

{χ I
a(x),χJ

b(y)} = −2s

√
| Λ |
γ

ε0abηIJδ 2(x−y),

{χ I
a(x),ΞJ

b(y)} = −2ε0abηIJδ 2(x−y),

{ΞI
a(x),ΞJ

b(y)} = −2
1

γ
√

| Λ |
ε0abηIJδ 2(x−y),

{χ I
a(x),γJ(y)} = s | Λ | ε IJ

KΦa
Kδ 2(x−y)≈ 0,

{ΞI
a(x),γJ(y)} = ε IJ

Kφa
Kδ 2(x−y)≈ 0,

{χ I
a(x),ΓJ(y)} = ε IJφa

Kδ 2(x−y)≈ 0,

{ΞI
a(x),ΓJ(y)} = εIJKΦkaδ 2(x−y)≈ 0,

{γ I (x),γJ(y)} = s | Λ | εIJKΓKδ 2(x−y)≈ 0,

{ΓI (x),ΓJ(y)} = εIJKΓKδ 2(x−y)≈ 0,

{γI (x),ΓJ(y)} = εIJKγKδ 2(x−y)≈ 0. (5.30)

Podemos observar que el álgebra de las contricciones de primera clase forman un álgebra cerrada.

En la formulación de la teoría de Palatini, es necesario que las constantes de estruturaεIJK sean las

del grupoSO(2,1) en el caso de trabajar con un espacio Lorentziano para que el álgebra de las

restricciones cierre [34]. El álgebra de (5.30) no forma un álgebra ISO(3), sin embargo, es un

álgebra de Lie. Por otra parte, podemos observar que la acción de BL sin constante cosmológica

forma un álgebraISO(3).
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5.3 Corchetes de Dirac

Una véz identificadas las restricciones de segunda clase, podemos construir los corchetes de

Dirac. Para poder construir los paréntesis de Dirac, se necesita una matriz, donde las entradas estan

dadas por los corchetes de Poisson entre las contricciones de segunda clase, es decir

[C(αβ)(x,x
′)]ab

IJ =−2




s
√

|Λ|
γ 1

1
1

γ
√

|Λ|


ηIJε0abδ 2(x−x′), (5.31)

la inversa de la matriz (5.31) es

[C−1
(αβ)(x,x

′)]IJba =
γ2

2(s− γ2)




1

γ
√

|Λ|
−1

−1
s
√

|Λ|
γ


η IJε0baδ 2(x−x′). (5.32)

Los corchetes de Dirac de la teoría estan dados por

{eI
a(x),πb

J(y)}D =
s

2(s− γ2)
δ b

aδ I
Jδ 2(x−y), (5.33)

{eI
a(x),e

J
b(y)}D =

1

2
√

| Λ |
γ

(s− γ2)
η IJε0abδ 2(x−y), (5.34)

{πa
I (x),πb

J(y)}D =
s2

2γ

√
| Λ |

(s− γ2)
ηIJε0abδ 2(x−y), (5.35)

{AI
a(x),Πb

J(y)}D =
s− 2γ2

2(s− γ2)
δ b

aδ I
Jδ 2(x−y), (5.36)

{AI
a(x),A

J
b(y)}D =

s
√

| Λ |
2

γ
s− γ2

η IJε0abδ 2(x−y), (5.37)

{Πa
I(x),Πb

J(y)}D =
s

2γ
√

| Λ |
1

(s− γ2)
ηIJε0abδ 2(x−y), (5.38)
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{AI
a(x),e

J
b(y)}D =

1

2

γ2

(γ2−s)
η IJε0abδ 2(x−y), (5.39)

{eI
a(x),Πb

J(y)}D =
1

2
√

| Λ |
γ

(s− γ2)
δ b

aδ I
Jδ 2(x−y), (5.40)

{AI
a(x),πb

J(y)}D = −s
√

| Λ |
2

γ
(s− γ2)

δ b
aδ I

Jδ 2(x−y), (5.41)

{πa
I(x),Πb

J(y)}D =
1

2

s
(s− γ2)

ηIJε0abδ 2(x−y), (5.42)

podemos observar que los corchetes de Dirac dependen de las constantes(s,γ) y pueden repoducir

direfentes escenarios dependiendo del valor de esas constantes. Por ejemplo, si tomamos el limite

γ → ∞ en los corchetes de Dirac (5.23)-(5.32), se puede recuperarla estructura de los corchetes de

Dirac de la acción de Palatini reportado en [34]. Es importante señalar que para BL los campose, A

y sus momentos canónicos asociados, tienen una estructura no conmutativa a nivel de los corchetes

de Dirac, y la constante cosmológica puede ser valuada en cero, por otra parte, la estructura de los

corchetes de Dirac para la accion de Palatini reportada en [34] muesta que los corchetes de Dirac

son conmuativos y el valor de la constante cosmologica puedeser tomada igual a cero.

5.4 Acción extendida y Hamiltoniano extendido

La identificación de las restricciones permite identificar la acción extendida. Usando las constri-

cciones de primera clase (5.28), las constricciones de segunda clase (5.29), y los multiplicadores de

Lagrange (5.25) podemos determinar que la acción extentidatiene la siguiente estructura

SE[e
I
α ,A

I
α ,πα

I ,Πα
I ,u0

I ,w0
I ,uI ,wI ,va

I ,za
I ] =

∫

M

[
ėI

απα
I + ȦI

α Πα
I

−H ′−u0
I γ I

0−w0
I ΓI

0−uI γ I −wI ΓI − v̄a
I χ I

a− z̄a
I ΞI

a]dx3, (5.43)

dondeH
′
es una combinación lineal de restricciones de primera clase

H
′
=

∫ [
−e0

I γ I −A0
I ΓI
]
dx2, (5.44)
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y u0
I ,w0

I ,uI ,wI , v̄a
I , z̄a

I son los multiplicadores de Lagrange que hacen que se cumplanlas restri-

ciones. De la acción extendida (5.43) podemos identificar elHamiltoniano extendido dado por

HE = H
′
+
∫ [

u0
I γ0

I +w0
I Γ0

I +uI γ I +wI ΓI
]
dx2. (5.45)

Es importante señalar, que la teoría analizada, tiene un Hamiltoniano extendido que es una com-

binación de restricciones de primera clase, esto refleja la covarianza general de la teoría, tal como

pasa en RG.

Una vez encontradas la acción y hamiltoniana extendida, siguiendo con el análisis, se calcularán

las transformaciones de norma. De esta manera, tal como en elcapítulo anterior, usaremos el

formalismo de Castellani [59] para definir el siguiente generador.

G=

∫

∑

[
D0ε I

0γ0
I +D0τ0

I Γ0
I + ε I γ I + τ IΓI

]
. (5.46)

Así, las transformaciones de norma en el espacio fase estan dadas por

δ 0eI
0 = D0ε I

0,

δ 0eI
a = −Daε I + ε I

JKea
KτJ,

δ 0A0
I = D0τ0

I ,

δ 0Aa
I = −Daτ I +s | Λ | ε I

JKeK
aεJ,

δ 0π0
I = 0,

δ 0πa
I = −Ωε0abDbεI + ε IJ

Kπa
KτJ+s | Λ | ε IJ

KΞa
K ,

δ 0Π0
I = −ε IJ

K(π0
KεJ−Π0

KτJ),

δ 0Πa
I = −2ε0abDbεI + ε IJ

Kχa
KεJ− 1

γ
√

| Λ |
ε0abDbτI + ε IJ

KΞa
KτJ

+2ε0abεIJKeK
bτJ+Ωε0abεIJKeK

b εJ. (5.47)

Las transformaciones de norma para la acción de BL dadas por (5.47) no corresponden a los

difeomorfismos, pero estas son transformaciones|Λ | deformadas para el grupo EuclideanoISO(3).

Sin embargo, es bien sabido que esta teoría es covariante bajo difeomorfismos [53]; por lo que cabe

hacer la pregunta: ¿cómo pueden ser rescatados los difeomorfismos en estas transformaciones ?,
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la respuesta está en redefinir los parámetros de norma de manera conveniente como,ε0
I = −ε I =

ξ ρeI
ρ , τ0

I =−τ I = ξ ρAρ
I , las transformaciones de norma (5.47) toman la siguiente forma

e′I α → eI
α +Lξ eI

α +ξ ρ [DαeI
ρ −DρeI

α
]
,

A′
α

I → Aα
I +Lξ Aα

I +ξ ρ
[
∂αAI

ρ −∂ρAI
α + εIJKAJ

αAK
ρ +s | Λ | ε I

JKeJ
αeK

ρ

]
, (5.48)

que corresponden a los difeomorfismos, los cuales a su vez sonuna simetría interna de la teoría.

Con la identificacion corrrecta de las restricciones, se puede llevar a cabo el conteo de los grados

de libertad, el número de variables es 36(eI
α ,Aα

I ,πα
I ,Πα

I ), se encontraron12 constricciones de

primera clase(γ I
0,ΓI

0,γI ,ΓI) y 12 constricciones de segunda clase(χ I
a,ΞI

a) y se puede concluir

que la acción de BL en tres dimensiones, no tiene grados de libertad locales por punto, lo cual define

una teoría topológica. Como podemos observar en esta sección y en la anterior, el formalismo de

Dirac estricto es un método poderoso, pero muy largo de desarollar. De esta manera, en los sigu-

ientes capítulos mostraremos un método alternativo conocido como el método de Faddeev-Jackiw, y

los resulatdos que se obtuvieron en los capítulos 4 y 5 se pueden obtener por medio de dicho método.



Capítulo 6

Formalismo de Faddeev-Jackiw para

sistemas singulares

Como se menciono en el capítulo 2, el estudio de la dinámica Hamiltoniana para sistemas singu-

lares fue desarrollada por Dirac-Bergmann [32], la manera de proceder en el formalismo de Dirac

de manera estricta, se puede resumir en los siguientes pasos:

• Se asigna a todas las variables dinámicas su momento canonicamente conjugado.

• Se identifican todas las restricciones primarias independientes.

• El Hamiltoniano canónico y primario son identificados.

• Las relaciones de consistencia son consideradas identificando restricciones secundarias, ter-

ciarias, etc., hasta que el formalismo cierre.

• Todas las restricciones son clasificadas como restricciones de primera y segunda clase.

• Las restricciones de segunda clase son eliminadas introduciendo el paréntesis de Dirac.

• Con las restricciones de primera clase se construye un generador de transformaciones de

norma. Dicho generador nos debe decir como transforman todos los campos en el espacio

fase.

El formalismo de FJ [41] permite analizar sistemas singulares desde un enfoque más accesible

y sencillo que el algoritmo de Dirac-Bergman, en el formalismo de FJ no existe la clasificación

de restricciones primarias o secundarias, así como de primera o segunda clase, sin embargo, llevar

68
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acabo todos estos pasos, muchas veces resulta tedioso, aunque totalmente necesario. El formalismo

de [FJ] es un método simpléctico en el cual toda la información relevante va a estar codificada en la

denominada matriz simpléctica y los modos ceros asociados adicha matriz nos permiten determinar

las transformaciones de norma [42]. Esta matriz también nosva a permitir determinar las restric-

ciones que existen en la teoría, pero desde un punto de vista más flexible y económico. En resumen,

la información relevante (grados de libertad, transformaciones de norma, etc.,) que se obtiene me-

diante el esquema de la Dirac, también puede ser obtenida pormedio del formalismo de FJ.

A continuación, se enlistan algunos modelos analizados en la literatura mediante el formalismo

de FJ

• Sistemas con dimensiones extra [33].

• QCD [43].

• La teoría de Wess-Zumino [44].

• Super gravedad en 2D dimensiones [45].

• Teoría de Chern-Simons Abeliano, teoría de Maxwell en 3D conun término topológico [46].

• Teoría electromagnética [47].

• Teoría de Yangs-Mills [48].

• Entre muchos otros más [49].

6.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw

El formalismo de FJ es un formalismo que se aplica a Lagrangianos de primer orden en las

velocidades generalizadas1. Es importante mencionar que se puede reescribir una Lagrangiana de

orden cuadrático en las velocidades a una de primer orden [62].

Una Lagrangiana de segundo orden en las velocidades puede convertirse a una de primer orden en

las velocidades mediante la transformación de Legendre quese usa para poder pasar a la descripción

Hamiltoniana

L = pi q̇
i −H(q, p). (6.1)

1se puede aplicar el formalismo de FJ a Lagrangianas con ordenes más altos en las velocidades generalizadas [61].
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La Lagrangiana (6.1) puede escribirse como

L =
1

2

(
pi qi

)

 0 1

−1 0




 ṗi

q̇i


−H(q, p). (6.2)

Mediante la introducción de coordenadas arbitrarias para el espacio faseξ µ(µ = 1,2, ...2N) dadas

explicitamente por

ξ µ =





qµ µ = 1, ...,N,

pµ−N µ = N+ 1, ...,2N,

en (6.2), la Lagrangiana queda expresada como

L =
1

2
ξ µ f (0)µν (ξ̇

ν
)T −V(ξ ) = aν ξ̇ ν −V(ξ ), (6.3)

donde f (0)µν es la matriz simpléctica de dimensión2N×2N. El primer término de la derecha de la

ecuación (6.3),aν ξ̇ ν
es llamado uno forma canónica yaν son sus componentes,V(ξ ) es llamado

el potencial simpléctico. En la ecuación (6.3)a = aνdξ ν es lineal enξ y f (0)µν es constante, pero

también pueden considerarse situaciones más generales donde f (0)µν no sea constante como se verá

mas adelante en las teorías analizadas en esta tesis.

En el método de FJ, dada una Lagrangiana que se pueda escribiren la forma

L = aµ(ξ )ξ̇ µ −V(ξ ), (6.4)

y considerando aξ µ como variables simplécticas, las ecuaciones de movimientode Euler-Lagrange

quedan expresadas por

f (0)µν ξ̇ ν =
∂V(0)(ξ )

∂ξ µ , (6.5)

donde

f (0)µν (x,y) =
δaν(y)
δξ µ(x)

− δaµ (x)

δξ ν(y)
. (6.6)
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La matriz f (0)µν es llamada matriz simpléctica. Sif (0)µν es invertible, se puede resolver (6.8) para

las velocidadeṡξ µ , es decir

ξ̇ µ = [ f (0)µν ]
−1

∂V(0)(ξ )
∂ξ ν . (6.7)

Por otra parte, podemos notar que el Hamiltoniano correspondiente a la Lagrangiana (6.7) es

V0(ξ ). La evolución dinámica deξ , se puede escribir como

ξ̇ µ = {V0,ξ µ}= ∂V(0)(ξ )
∂ξ ν {ξ ν ,ξ µ}. (6.8)

Así, mediante (6.7) y (6.8) se pueden definir los corchetes deFJ como

{ξ ν ,ξ µ}= [ f (0)µν ]
−1. (6.9)

Sin embargo, cuandof (0)µν no es invertible, esto significa que el sistema es singular y por lo

tanto existiran constricciones. La forma de estudiar sistemas con restricciones usando una forma

alternativa al formalismo de Dirac, fue desarrollando una extensión del trabajo original propuesto

por FJ, dicha extensión fue realizada por Barcelos Neto y Wotzasek [46]. La manera de identificar

y estudiar los sistemas singulares en el formalismo simpléctico es llevada acabo de la siguiente

manera. Debido a quef (0)µν es singular, entonces tendrá nulidad y un rango. Si el rango de f (0)µν es

R (R< D), entoncesf (0)µν tendrá (D-R) modos ceros(vα)T , (α = 1, ...,D−R). Así, si contraemos

la ecuación (6.5) con los vectores nulos, encontraremos lassiguientes (D-R) restricciones dadas por

Ω(0)
α = (vα)T

i
∂V(0)(ξ )

∂ξ i
= 0. (6.10)

El siguiente paso es utilizar condiciones de consistencia sobre las restricciones (6.10) de manera

ańaloga a lo que se hace en el formalismo de Dirac

Ω̇(0)
α =

∂Ω(0)
α

∂ξ i ξ̇ i = 0. (6.11)

Por otro lado, combinando (6.8) con (6.11)
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



f (0)i j ξ̇ j = ∂V(0)(ξ )
∂ξ i ,

∂Ω(0)

ξ i ξ̇ i = 0,
(6.12)

y escribiendo la ecuación (6.12) en forma matricial, es decir

f (1)k j ξ̇ j = Zk(ξ ), (6.13)

donde

f (1)k j =


 f (0)i j

Ω(0)

∂ξ i


 , (6.14)

y

Zk(ξ ) =




∂V(0)(ξ )
∂ξ i

0


 . (6.15)

Los modos cero(v(1))T
k de (6.14), nos ayudan a determinar si el sistema presenta nuevas constric-

ciones. Para conocer si el sistema tiene más constriccionesse procede de la siguiente manera, mul-

tiplicando (6.13) por los modos cero(v(1))T
k , esto puede dar lugar a las siguientes restricciones [63]

(v(1))T
k Zk = 0. (6.16)

Debido a que las restricciones (6.10) se deben cumplir, éstas se sustituyen en (6.16), es decir

Ω(1) = (v(1))T
k Zk |Ω(0)=0

= 0. (6.17)

Esta sustitución garantiza que la constricción obtenida yano aparecerá en el siguiente cálculo. En

el caso general, la ecuación (6.16) es una igualdad. Sin embargo, si la ecuación (6.16) no es una

identidad, se tiene que es una constricción secundaria.

Similarmente, introduciendo la condición de consistencia
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Ω̇(1) =
∂Ω(1)

∂ξ i ξ̇ i = 0, (6.18)

combinada con la ecuación (6.12) y (6.18) se construye un nuevo grupo de ecuaciones lineales.

Con ayuda de este grupo de ecuaciones se puede detectar paso apaso si existen más constricciones,

el proceso finaliza cuando ya no encuentran más constricciones y esto sucede cuando las relaciones

(6.17) son identicamente cero o una igualdad2.

Una vez encontradas todas las restricciones, estas se introducen mediante multiplicadores de

Lagrange en la ecuación (6.4)

L
(n) = a(n)i ξ̇ (n)i +Ωα λ̇ α −V(n)(ξ ). (6.19)

Por lo tanto, se puede considerar a los multiplicadores de Lagrangeλ α como variables sim-

plécticas, como consecuencia, el conjunto de variables simplécticas se amplia. Por lo tanto, una vez

incluidos los multiplicadores de Lagrange, se procede a calcular la matriz simpléctica de la ecuación

(6.19) por medio de la Ec.(6.6). En consecuencia, se obtienela n-enésima matriz simpléctica

f̃ (n)i j (x,y) =


 f̃ (∂Ω

∂ξ )

−(∂Ω
∂ξ )

T
0


 . (6.20)

y se puede conocer si es singular o no. Si no es singular, se puede calcular la inversa de (6.20)

y se términa el procedimiento. Sin embargo, si es singular, ycomo se han determinaron todas las

restricciones, se debe fijar la norma para poder invertir la matriz simpléctica3. De esta manera, en

el formalismo de FJ se tiene los siguientes puntos.

1. Las condiciones de consistencia de las restricciones no pueden dar nuevas restricciones, por

lo tanto el proceso de producción de las restricicones se termina en unos pocos pasos. Se

introducen todas las restricciones obtenidas en el Lagrangiano simpléctico de la siguiente

manera.

L(n) = a(n)i ξ̇ (n)i +Ωα λ̇ α −V(n)(ξ ). En este caso, si la matriz simpléctica asociada aL(n) no

es singular, termina el formalismo.

2En el sentido de la ecuación (6.17).
3Las condiciones de norma se introducen como restricciones junto con sus respectivos multiplicadores de Lagrange.
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2. Las condiciones de consistencia de las restricciones no pueden dar nuevas restricciones. Sin

embargo, la matriz simpléctica asociada aL(n) sigue siendo singular. Entonces, se necesita

fijar la norma para garantizar la invertibilidad de la matrizsimpléctica [63].

3. Las condiciones de consistencia no pueden dar nuevas restricciones, aún después de fijar el

norma como en el caso 2, el sistema sigue siendo singular, entonces, se imponen nuevos

campos auxiliares análogos al formalismo BRST4, en este caso, las restricciones que se ob-

tienen, no son independientes a diferencia de los casos 1 y 2,donde las restricciones si son

independientes [63].

La importancia de invertir la matriz simpléctica radica en que las entradas de dicha matriz, gen-

eran los corchetes de FJ y estos, coinciden con los paréntesis de Dirac. La implementación del

formalismo de FJ, se podrá observar de forma más clara cuandose aplique a las acciones estudiadas

en los capítulos anteriores.

6.2 Transformaciones de Norma

Una vez encontradas todas las restriciones y verificando quela matriz simpléctica del sistema

sigue siendo singular, se puede determinar las transformaciones de norma de la teoría de la siguiente

manera

L
(1) = ā(0)i

˙̂ξ
(0)i

+ γ̇αΦ(0)
α −V(1). (6.21)

La Lagrangiana dada por (6.21) es ligeramente diferente a laLagrangiana expresada mediante

(6.19). En la Lagrangiana (6.21), el conjunto de variablesξ̂ (0)i no toman en cuenta a los multipli-

cadores de Lagrangeγα como variables simplécticas yΦ(0)
α son todas las restricciones encontradas

en la teoría, por otra parte, podemos observar que la Lagrangiana dada por (6.19) si toma en cuenta

a los multiplicadores de Lagrange como variables simplecticas a diferencia de la Lagrangiana ex-

presada por6.21 . Utlizando el conjuntôξ (0)i se construye una matriz no singular, que denotaremos

como f̄ =
∂ āj

∂ ξ̂ i
− ∂ āi

∂ ξ̂ j
. Por otra parte, se construye una matriz simplectica que contenga a f̄ y la

información de las restricciones encontradas [64]

4La idea básica de este método consiste en extender el espaciode fase del problema promoviendo los multiplicadores
de Lagrange a nivel de coordenadas e introduciendo nuevas variables canónicas, que se denominan fantasmas, con es-
tadística opuesta a las ya existentes.
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f
(1)
i j (x,y) =




f̄ (∂Φ(0)

∂ ξ̂
)

−(∂Φ(0)

∂ ξ̂
)T

0


 , (6.22)

donde f̄ es una matriz de dimensión(N−M ×N−M), (i = 1, ...,N−M)5 y ∂Ω
∂ ξ̂

representa una

matriz de dimensión(N−M×M) definida como

(
∂Φ(0)

∂ ξ̂

)

iα

=




∂Φ(0)
1

∂ ξ̂ 1

∂Φ(0)
2

∂ ξ̂ 1
· · · ∂Φ(0)

M

∂ ξ̂ 1

∂Φ(0)
1

∂ ξ̂ 2

∂Φ(0)
2

∂ ξ̂ 2
· · · ∂Φ(0)

M

∂ ξ̂ 2

· · · · · · · · · · · ·
∂Φ(0)

1

∂ ξ̂ N−M

∂Φ(0)
2

∂ ξ̂ N−M
· · · ∂Φ(0)

M

∂ ξ̂ N−M




. (6.23)

La matriz simpléctica (6.22) tiene M modos ceros y tienen la siguiente estructa

viα =


 −( f̄i j )(

∂Φ(0)
α

∂ ξ̂ j
)

−1(α)


 , (6.24)

donde el primer elemento de (6.24) tiene dimensión(N − M × 1) y el último elemento es una

columna de(M× 1) ceros excepto en laα-enésima entrada [64]

1
α =




0

0

1

...

0

0




. (6.25)

De esta manera, las transformaciones de norma estan dadas por

5N es el número de variables al inicio de el análsis y M(α = 1, ...,M) es el número de restricciones encontradas al
final del análisis
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δ ξ̂ i = −( f̄i j )
−1

Φ(0)
α

∂ ξ̂ j
εα

δγα = −εα .

(6.26)

6.3 Grados de libertad

En el formalismo de Faddeev-Jackiw, el conteo de los grados de libertad se realiza de la siguiente

manera:

G.L.= Nvd−Nr. (6.27)

Donde,Nvd= Número de variables dinámicas yNr= Número de restricciones. En el caso de

los sistemas que presenten simetría de norma, despues de haber elegido las condiciones de norma

adecuadas para poder invertir la matriz simpléctica y poderobtener los corchetes generalizados de

FJ, las condiciones de norma son tomadas en cuenta como restricciones junto con las restricciones

previamente encontradas en la teoría para poder realizar elcálculo de los grados de libertad.



Capítulo 7

Formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado

a la acción exótica

En este capítulo se lleva a cabo el análisis de FJ para un par deacciones; la primera acción que

se analiza es la versión "Abeliana" de la acción exótica en tres dimensiones, que se estudio en el

capítulo 4 usando el formalismo de Dirac. La segunda acción,es la acción exótica para gravedad

(caso no Abeliano). De hecho, para la teoría Abeliana se va a demostrar que si en el formalismo

de Dirac1 se realiza el análisis sin fijar la norma y se eliminan sólo a las restricciones de segunda

clase, entonces es posible reproducir los resultados de Dirac trabajando con el método de FJ en el

espacio de configuración como variables simplécticas. Por otra parte, si en el formalismo de Dirac

se realiza el análisis fijando la norma, y se construyen los correspondientes corchetes de Dirac, es

posible reproducir en el esquema de FJ los resultados obtenidos en el formalismo de Dirac, esto se

logra seleccionando al espacio fase como variables simplécticas. Además, también se demostrará la

equivalencia de los corchetes de Dirac con los paréntesis generalizados de FJ.

7.1 Caso Abeliano de la acción exótica

Podemos observar que apartir de la acción

SExotic[A,e] =

∫

M
AI ∧dAI +

1

3
εIJKAI ∧AJ∧AK

+Λ
∫

M
eI ∧dAeJ, (7.1)

1El análisis mediante el formalismo de Dirac del caso Abeliano de la acción exótica se incluye en el apéndice A.

77
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es posible encontrar la versión Abeliana2 de la acción exótica y que esta expresada por

L =
1

4
ε µνλ (AI

µFIνλ +ΛeI
µ(∂νeIλ −∂λ eIν )

)
, (7.2)

donde,AI
µ es el conjunto de tres potenciales de norma valuados en el grupoU(1), eI

µ es la triada y

F I
νλ = ∂νAI

λ − ∂λ AI
ν es el campo de fuerza. Se procederá a realizar el análisis de (7.2) mediante el

formalismo de FJ.

Se realiza la descomposición 2+1 y se identifica a la Lagrangiana simpléctica de orden cero3,

dada por

L
(0) =

1

2
ε0ab(AI

bȦaI +ΛeI
bėaI)−V(0), (7.3)

dondeV(0) = − 1

2
ε0ab(AI

0
FabI + 2ΛeI

0
∂aebI). Las correspondientes ecuaciones de movimiento sim-

plécticas son [41]

f (0)ab ξ̇ b =
∂V(0)(ξ )

∂ξ a , (7.4)

la matriz simplécticaf (0)ab tiene la siguiente estructura

f (0)ab (x,y) =
δab(y)
δξ a(x)

− δaa(x)
δξ b(y)

, (7.5)

De la densidad Lagrangiana (7.2) se puede identificar las siguientes variables simplécticasξ (0)a(x)=

{eI
a,e

I
0
,AI

a,A
I
0
} y las componentes de la uno forma simpléctica sona(0)a(x)= { 1

2
Λε0abeIb,0,

1

2
ε0abAIb,0}.

Donde,ξ (0)a y a(0)a representan el conjunto de variables simplécticas. Es importante comentar, que

en el formalismo de FJ, se tiene la libertad de elegir a las variables simplécticas; se puede elegir a las

variables de configuración o a las variables del espacio fase. La libertad que ofrece el formalismo

de FJ para elegir variables simplécticas, permite poder relacionarlo con las diferentes estructuras

que se pueden obtener en los corchetes de Dirac4. Como primer paso, hacia la implementación del

formalismo de FJ, se reproduciran los resultados encontrados en el apéndice A, donde se realizó

el análisis de Dirac a la Lagrangiana (7.1) (caso Abeliano).También se calcularon los corchetes de

2Para el caso Abeliano las constantes de estructura que aparecen en (7.1) son cero,εIJK = 0.
3La frase orden cero hace referencia a la Langrangiana inicial con la que se empieza el análisis, en donde aun no se

han calculado las restricicones de la teoría y por lo tanto nose ha incorporado esa información en la Lagraniana inicial.
4Si se eligen las variables del espacio de configuración como variables simplécticas, los corchetes de FJ que se

obtienen son equivalentes a los corchetes de Dirac cuando nose fija la norma en el algoritmo de Dirac, por otro lado, si
se elije como variables simplécticas al espacio fase, los corchetes de FJ son equivalentes a los corchetes de Dirac, pero
ahora se debe fijar la norma en el algoritmo de Dirac.
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Dirac y las restricciones de segunda clase son elimindas mantienendo las restricciones de primera

clase.

Usando estas variables simplécticas, se construye la matriz simpléctica (7.5), que tiene la sigu-

iente estructura

f (0)ab (x,y) =




feI
a,e

J
b

feI
a,e

J
0

feI
a,A

J
b

feI
a,A

J
0

feI
0
,eJ

b
feI

0
,eJ

0

feI
0
,AJ

b
feI

0
,AJ

0

fAI
a,e

J
b

fAI
a,e

J
0

fAI
a,A

J
b

fAI
a,A

J
0

fAI
0
,eJ

b
fAI

0
,eJ

0

fAI
0
,AJ

b
fAI

0
,AJ

0



,

donde las entradas de la matriz anterior estan dadas por

f (0)ab (x,y) =




−Λε0abηIJ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −ε0abηIJ 0

0 0 0 0




δ 2(x−y). (7.6)

Se puede observar que la matriz es singular. Esto significa, que existen restricciones en la teoría. La

manera de calcular las restricicones presentes en la teoría, es mediante los modos cero de la matriz

(7.6). Los modos cero asociados a (7.6) son(v(0)a )T
1
= (0,veI

0 ,0,0) y (v(0)a )T
2
= (0,0,0,vAI

0), donde

veI
0 y vAI

0 son funciones arbitrarias. Usando los modos cero, la matrizsimplécticaf (0)ab y el potencial

simplécticoV(0) se obtienen las siguientes restricciones

Ω(0)
I =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ )

=
∫

d2xveI
0(x)[−Λε0abηIJ∂aeb

J]→ [−Λε0abηIJ∂aeb
J] = 0, (7.7)

β (0)
I =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ )

=

∫
d2xvA0(x)[− 1

2
ε0abηIJFJ

ab]→ [− 1

2
ε0abηIJFJ

ab] = 0. (7.8)

A continuación, se debe determinar si existen más restricciones, para esto, se escribe el siguiente

sistema de ecuaciones [65]

f (1)kb ξ̇ b = Zk(ξ ), (7.9)
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donde

Zk(ξ ) =




∂V(0)(ξ )
∂ξ a

0

0


 , (7.10)

y

f (1)kb =




f (0)ab
∂Ω(0)

∂ξ a

∂β (0)

∂ξ a


=




−Λε0abηIJ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 ε0abηIJ 0

0 0 0 0

−Λε0abηIJ∂a 0 0 0

0 0 ε0abηIJ∂a 0




δ 2(x−y). (7.11)

Los modos cero asociados a la matriz (7.11) son(v(1))T
1
=(∂avλ ,veI

0 ,0,0,vλ ,0) y (v(1))T
2
=(0,0,∂avα ,vAI

0 ,0,vα ).

Estos modos cero, se utilizan con el fin de obtener más restricciones. De hecho se multiplica cada

modo cero por (7.10)

(v(1))T
k Zk = 0, (7.12)

dondek= 1,2 y se puede observar que (7.12) da una igualdad, entonces, según el formalismo de FJ

ya no se espera encontrar más restricciones [65].

Ahora, se construye una nueva Lagrangiana simpléctica que contenga la información de las con-

stricciones obtenidas hasta el momento (7.7) y (7.9). La manera de introducir las restricciones, es

mediante los multiplicadores de Lagrange, por lo tanto, introduciendoeI
0
= λ̇ I y AI

0
= θ̇ I como

multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones, se obtiene la siguiente Lagrangiana

L
(1) =

1

2
ε0abAbIȦ

I
a+

Λ
2

ε0abebI ė
I
a+(Λε0ab∂aebI)λ̇ I +(ε0ab∂aAbI)θ̇ I −V(1), (7.13)

dondeV(1) =V(0) |Ω(0)
I =0,β (0)

I =0
= 0, el potencial simpléctico es igual a cero, lo que refleja la covari-

anza general de la teoría, justo como ocurre en RG. De esta manera, de (7.13) se puede identificar las

nuevas variables simplécticasξ (1)a(x) = {eI
a,λ I ,AI

a,θ I} y las nuevas componentes de la uno-forma

simpléctica sona(1)a(x) = { 1

2
Λε0abeIb,Λε0ab∂aebI ,

1

2
ε0abAIb,ε0ab∂aA jI }. Por lo tanto, mediante el

uso de las nuevas variables simplécticas y las uno-formas, podemos calcular la siguiente matriz
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simpléctica

f (1)ab (x,y) =




−Λε0abηIJ −Λε0abηIJ∂b 0 0

Λε0baηIJ∂a 0 0 0

0 0 −ε0abηIJ −ε0abηIJ∂b

0 0 ε0baηIJ∂a 0




δ 2(x−y), (7.14)

La matriz (7.14) es singular. Sin embargo, como ya se mencionó, ya no existen más constricciones,

la no invertibilidad de (7.14) significa que la teoría tiene simetría de norma. Por lo tanto, se deben

elegir condiciones de norma para poder invertir la matriz simpléctica. Eligiendo las siguientes

condiciones de norma

eI
0

= 0,

AI
0 = 0, (7.15)

esto significa queλ I y θ I son constantes. Incorporando estas condiciones de norma, mediante los

multiplicadores de LagrangeφI y αI a la Lagrangiana (7.13), se construye un nuevo Lagrangiano

simpléctico

L
(2) =

1

2
ε0abηIJAI

b∂0AJ
a+

1

2
Λε0abηIJeI

b∂0eJ
a+(Ω(0)

I +φI)λ̇ I +(β (0)
I +αI)θ̇ I , (7.16)

Se puede identificar el siguiente conjunto de variables simplécticasξ (2)a(x) = {eI
a,λ I ,AI

a,θ I ,φI ,αI}
y la uno-forma es dada pora(2)a(x) = { 1

2
Λε0abeIb,Ω

(0)
I +φI ,

1

2
ε0abAIb,β

(0)
I +αI ,0,0}. Usando este

nuevo conjunto de varibles simplécticas, se construye la siguiente matriz simpléctica

f (2)ab (x,y) =




−Λε0abηIJ Λε0abηIJ∂b 0 0 0 0

Λε0baηIJ∂a 0 0 0 −δ J
I 0

0 0 −ε0abηIJ ε0abηIJ∂b 0 0

0 0 ε0baηIJ∂a 0 0 −δ J
I

0 δ I
J 0 0 0 0

0 0 0 δ I
J 0 0




δ 2(x−y).(7.17)

Se puede observar quef (2)ab no es singular, por lo tanto, la matriz es invertible. La inversa de la
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matriz (7.17) esta dada por

[ f (2)ab (x,y)]−1 =




1

Λε0abη IJ
0 0 0 δ I

J∂a 0

0 0 0 0 δ I
J 0

0 0 ε0abη IJ
0 0 δ I

J∂a

0 0 0 0 0 δ I
J

δ J
I ∂b −δ J

I 0 0 0 0

0 0 δ J
I ∂b −δ J

I 0 0




δ 2(x−y). (7.18)

Por lo tanto, de (7.18) es posible identificar los siguientescorchetes generalizadas de FJ

{ξ (2)
a (x),ξ (2)

b (y)}FD = [ f (2)ab (x,y)]−1, (7.19)

se obtienen los siguientes corchetes generalizados

{eI
a(x),e

J
b(y)}FD = [ f (2)

11
(x,y)]−1 =

1

Λ
ε0abη IJδ 2(x−y), (7.20)

{AI
a(x),A

J
b(y)}FD = [ f (2)

33
(x,y)]−1 = ε0abη IJδ 2(x−y), (7.21)

{eI
a(x),φJ(y)}FD = [ f (2)

15
(x,y)]−1 = δ I

J∂aδ 2(x−y), (7.22)

{AI
a(x),αJ(y)}FD = [ f (2)

36
(x,y)]−1 = δ I

J∂aδ 2(x−y), (7.23)

{λ I (x),φJ(y)}FD = [ f (2)
25

(x,y)]−1 = δ I
Jδ 2(x−y), (7.24)

{θ I (x),αJ(y)}FD = [ f (2)
46

(x,y)]−1 = δ I
Jδ 2(x−y). (7.25)

Se puede observar que los corchetes de FJ son equivalentes a los paréntesis de Dirac dados en el

apéndice A. De hecho, si se considera a los corchetes de Dirac(B.18)-(B.23) y las restricciones de
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segunda clase (B.13) como identidades fuertes, entonces los corchetes de Dirac, coinciden con los

corchetes de FJ que se acaban de calcular.

Por otra parte, las transformaciones de norma de la teoría enel contexto de FJ se obtienen de la

siguiente manera. Se demostró en (7.12) que el sistema ya no presenta más restricciones, entonces,

una vez determinadas todas las restricciones de la teoría, los modos cero de la matriz (7.14) permiten

determinar las transformaciones de norma. Para poder calcular las transformaciones de norma, se

debe rescribir la Lagrangiana (7.13) de la siguiente forma

L
(1) = ā(0)a

˙̄ξ (0)a+ γ̇αΦ(0)
α −V(1),

donde el conjunto de variables simplécticas esta dado porξ̄ (0)a = (eI
a,A

I
a), γα = (γ 1 = λ I ,γ2 =

θ I ) son los multiplicadores de Lagrange yΦ(0)
α = (Φ(0)

1
= Ω(0)

I ,Φ(0)
2

= β (0)
I ) son las restricciones

encontradas en la teoría. Usando estas variables simplécticas, se construye una matriz no singular,

que denotaremos comōfab =
∂ āb
∂ξ a − ∂ āa

∂ξ b , donde las uno-formas simplécticas estan dadas por(āa =

( 1
2
Λε0abeIb,

1

2
ε0abAIb). Por consiguiente, se construye la matriz simpléctica en términos de las̄ξ ′s

y las constricciones

f
(1)
ab(x,y) =


 f̄ (∂Φ(0)

∂ξ )

−(∂Φ(0)

∂ξ )T
0


 ,

donde

(
∂Φ(0)

∂ξ

)

iα

=




∂Φ(0)
1

∂ξ 1

∂Φ(0)
2

∂ξ 1

∂Φ(0)
1

∂ξ 2

∂Φ(0)
2

∂ξ 2

∂Φ(0)
1

∂ξ 3

∂Φ(0)
2

∂ξ 3

∂Φ(0)
1

∂ξ 4

∂Φ(0)
2

∂ξ 4



.

Se observa que la matrizf(1)ab tiene modos cero y tienen la siguiente estructura [64]

viα =


 ( f̄ab)(

∂Φ(0)
α

∂ξ b )

1(α)


 . (7.26)

En el caso de teorías de norma, la matriz simpléctica no sera invertible, sin embargo, los vectores

nulos de la matriz simpléctica son los generadores de la simetría de norma del sistema. Las trans-

formaciones de norma de la teoría, están dadas por (6.31) y (6.32).

Usando (7.26) se calculan los modos cero de la matriz (7.14) yse obtiene(w(1))T
1
= (∂aε I ,ε I ,0,0)
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y (w(1))T
2
= (0,0,∂aζ I ,ζ I ). Las transformaciones de norma son

δeI
a = ∂aε I ,

δeI
0 = ε̇ I ,

δAI
a = ∂aζ I ,

δAI
0 = ζ̇ I , (7.27)

dondeε y ζ forman un conjunto de parámetros infinitesimales. Las transformaciones de norma

(7.27) coinciden con lo encontrado en el formalismo de Dirac. Siguiendo con el análsis de FJ del

sistema, ahora trabajaremos con la siguiente fijación de la norma

∂ aeI
a = 0,

∂ aAI
a = 0. (7.28)

Utilizando esta norma junto con sus respectivos multiplicadores de Lagrange,ρI y γI , el Lagrangiano

simpléctico (7.13) es dado por

L
(2) = ε0abηIJAI

b∂0AJ
a+Λε0abηIJeI

b∂0eJ
a+Ω(0)

I λ̇ I +∂ aeI
aρ̇I +β (0)

I θ̇ I +∂ aAI
aγ̇I ,

las nuevas variables simplécticas sonξ (2)i(x) = {eI
a,λ I ,AI

a,θ I ,ρI ,γI} y la uno-formaa(2)a(x) =

{ 1

2
Λε0abeIb,Ω

(0)
I , 1

2
ε0abAIb,β

(0)
I ,∂ aeI

a,∂ aAI
a}. Usando las nuevas variables simplécticas, la matriz

simpléctica que se obtiene es

f (2)ab (x,y) =




−Λε0abηIJ Λε0abηIJ∂b 0 0 −δ J
I ∂ a

0

Λε0baηIJ∂a 0 0 0 0 0

0 0 −ε0abηIJ ε0abηIJ∂b 0 −δ J
I ∂ a

0 0 ε0baηIJ∂a 0 0 0

−δ I
J∂ b

0 0 0 0 0

0 0 −δ I
J∂ b

0 0 0




δ 2(x−y),

Se puede observar la matrizf (2)ab , es no singular, y por lo tanto invertible. La inversa def (2)ab está
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dada por

[ f (2)ab (x,y)]−1 =




0 εab
η IJ

Λ
∂ b

∇2 0 0 −δ J
I

∂a
∇2 0

εba
η IJ

Λ
∂ a

∇2 0 0 0 −δ J
I

1

∇2 0

0 0 0 εabη IJ ∂ b

∇2 0 −δ J
I

∂a
∇2

0 0 εbaη IJ ∂ a

∇2 0 0 −δ J
I

1

∇2

−δ I
J

∂b
∇2 δ I

J
1

∇2 0 0 0 0

0 0 −δ I
J

∂b
∇2 δ I

J
1

∇2 0 0




δ 2(x−y).(7.29)

De esta manera, se identifican de (7.29) los siguientes corchetes de FJ

{eI
a(x),λ J(y)}FD =

1

Λ
ε0abη IJ ∂ b

∇2
δ 2(x−y),

{eI
a(x),ρJ(y)}FD = −δ J

I
1

∇2
δ 2(x−y),

{AI
a(x),θJ(y)}FD = ε0abη IJ ∂ b

∇2
δ 2(x−y),

{AI
a(x),γJ(y)}FD = −δ J

I
∂a

∇2
δ 2(x−y).

En particular de (7.29) se obtiene{eI
a(x),e

J
b(y)}FD = 0 y {AI

a(x),A
J
b(y)}FD = 0, donde coinciden

con los corchetes de Dirac dados por (C.5) y (C.8). Es importante comentar, que al elegir las

normas (7.28) no es posible obtener todos los corchetes de Dirac dados por (C.4) a (C.9). Este

hecho es debido a que el algoritmo de Dirac, al fijar la norma seelige una configuración particular

de los campos, en particular, se elige la configuración de losmomentos canónicos, y este hecho no

permite en el esquema de FJ obtener el conjunto completo de corchetes, debido a que se utilizan

como variables simplécticas al espacio de configuración y nose toman en cuenta a los momentos.

Para poder obtener todos los corchetes de Dirac desde (C.4) hasta (C.9), en el formalismo de FJ, es

necesario trabajar con el espacio fase como variables simplécticas.

Para términar esta sección, se lleva a cabo el conteo de grados de libertad. Como se ha men-

cionado, en el formalismo de FJ no es necesario clasificar lasrestricciones en primera clase o se-

gunda clase, ya que las constricciones que se determinan en el formalismo de FJ tienen el mismo

estatus. Por lo tanto, el conteo de los grados de libertdad serealiza de la siguiente manera, el número

de variables dinámicas es igual a 12(eI
a,A

I
a) y 12 restricciones independientes(Ω(0)

I ,β (0)
I ,eI

0
,AI

0
),

entonces, G.L=Número de variables dinámicas− Número de restricicones= 12− 12 = 0. Por lo

tanto, se llega a la conclusión de que la acción exótica Abeliana tiene cero grados de libertad, por lo
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tanto, es una teoría topológica5.

7.2 Coordenadas canónicas como variables simplécticas

En esta sección, se análiza la densidad Lagrangiana de la acción (7.1), por medio del formalismo

de FJ, pero se trabaja con el espacio fase como variables simplécticas. A partir de (7.3) se puede

identificar a los momentos canónicos conjugados(πα
I , p

α
I ) de(AI

α ,e
I
α) dados por

πa
I =

1

2
ε0abAbI,

pa
I =

Λ
2

ε0abebI . (7.30)

Usando los momentos canónicos en la Lagrangiana (7.3), se obtiene el siguiente Lagrangiano

simpléctico

L
(0) = πa

I ȦI
a+ pa

I ėI
a−V(0), (7.31)

dondeV(0) =−2AI
0
∂aπa

I −2eI
0
∂apa

I . Además, se puede identificar el siguiente conjunto de variables

simplécticasξ (0)a(x) = {eI
a, p

a
I ,e

I
0
,AI

a,πa
I ,A

I
0
} y las componentes de la uno-forma simplécticas son

a(0)a(x) = {pa
I ,0,0,πa

I ,0,0}. Usando estas variables simplécticas, la matriz simpléctica es

f (0)ab (x,y) =




0 −δ a
bδ J

I 0 0 0 0

δ b
aδ I

J 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0

0 0 0 δ a
bδ I

J 0 0

0 0 0 0 0 0




δ 2(x−y). (7.32)

Se observa que la matriz (7.32) es singular, esto significa que en el sistema existen restricciones.

La manera de obtener estas restricciones es con los modos cero de la matriz (7.32), los modos cero

estan dados por(v(0)a )T
1
= (0,0,veI

0 ,0,0,0) y (v(0)a )T
2
= (0,0,0,0,0,vAI

0), dondeveI
0 y vAI

0 son fun-

ciones arbitrarias. De esta manera, al igual que el análisisrealizado en la sección pasada, mediante

5Entendiéndose como aquella que no tiene grados de libertad locales por punto.
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el uso de estos modos cero se obtienen las siguientes restricciones

Ω(0)
I =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ )

=

∫
d2xveI

0(x)[−2∂apa
I ]→ [−2∂apa

I ] = 0, (7.33)

y

Θ(0)
I =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ )

=

∫
d2xvA0(x)[−2∂aπa

I ]→ [−2∂aπa
I ] = 0. (7.34)

Se observa, que las constricciones obtenidas (7.33) y (7.34), corresponden a las constricciones se-

cundarias calculadas en el formalismo de Dirac (B.9).

Se debe determinar si existen más constricciones en la teoría, para hacer esto, se procede de la

siguiente manera [65]

f (1)kb ξ̇ b = Zk(ξ ), (7.35)

donde

Zk(ξ ) =




∂V(0)(ξ )
∂ξ a

0

0


 , (7.36)

y

f (1)kb =




f (0)ab
∂Ω(0)

∂ξ a

∂Θ(0)

∂ξ a


=




0 −δ a
bδ J

I 0 0 0 0

δ b
aδ I

J 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0

0 0 0 δ b
aδ J

I 0 0

0 0 0 0 0 0

0 2∂bδ J
I 0 0 0 0

0 0 0 0 2∂bδ J
I 0




δ (x−y). (7.37)

La matriz (7.37) tiene los siguientes modos cero,(v(1))T
1
= (2∂avλ ,0,veI

0 ,0,0,0,vλ ,0) y (v(1))T
2
=

(0,0,0,2∂avα ,0,vAI
0 ,0,vα ). La contracción de los modos cero(v(1))k con (7.36) nos permite deter-
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minar si existen más restricciones, esto es

(v(1))T
k Zk |Ω(0),Θ(0)

I =0
= 0, (7.38)

conk= 1,2. Se observa que la ec.(7.38) es una igualdad, entonces, la teoría no presenta más restric-

ciones.

Se construye una nueva Lagrangiana simpléctica, que contiene la información de las restricciones

que se han calculado, los multiplicadores de Lagrangeλ I y ρ I permiten introducir las restricciones

(7.33) y (7.34)

L
(1) = πa

I ȦI
a+ pa

I ė
I
a+Ω(0)

I λ̇ I +Θ(0)
I ρ̇ I −V(1) (7.39)

el potencial simplécticoV(1) =V(0) |Ω(0)
I ,Θ(0)

I =0
= 0 es cero. Se puede identificar de la Lagrangiana

(7.39) las siguientes variables simplécticasξ (1)a(x) = {eI
a, p

a
I ,λ I ,AI

a,πa
I ,ρ I} y la uno-forma sim-

plécticaa(1)a(x) = {pa
I ,0,∂apa

I ,πa
I 0,∂aπa

I }. Utilizando el nuevo conjunto de variables simplécticas,

se construye la siguiente matriz

f (1)ab (x,y) =




0 −δ a
bδ J

I 0 0 0 0

δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂a 0 0 0

0 −2δ J
I ∂b 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0

0 0 0 δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂a

0 0 0 0 −2δ J
I ∂b 0




δ 2(x−y). (7.40)

Se puede observar quef (1)ab es una matriz singular. Sin embargo, no existen más constricciones, la

singularidad de la matriz (7.40) significa que la teoría presenta simetría de norma. Para poder invertir

la matriz (7.40), es necesario elegir condiciones de norma,se eligen como condiciones de norma a

∂ aeI
a = 0 y ∂ aAI

a = 0. Incorporando estas condiciones de norma, mediante los multiplicadores de

LagrangeφI y θI a la Lagrangiana(7.39), se construye una nueva Lagrangiana simpléctica

L
(2) = πa

I ȦI
a+ pa

I ė
I
a+(2∂apa

I )λ̇ I +(2∂aπa
I )ρ̇ I +(∂ aeI

a)φ̇I +(∂ aAI
a)θ̇I . (7.41)

de (7.41) se puede identificar, a las nuevas variables simplécticasξ (2)i(x)= {eI
a, p

a
I ,λ I ,AI

a,πa
I ,ρ I ,φI ,θI}
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y la uno-forma simplécticaa(2)a(x) = {pa
I ,0,2∂apa

I ,πa
I ,0,2∂aπa

I ,∂ aeI
a,∂ aAI

a}. Se construye la sigu-

iente matriz a partir de las nuevas variables simplécticas

f (2)ab (x,y) =




0 −δ a
bδ J

I 0 0 0 0 −δ J
I ∂a 0

δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂a 0 0 0 0 0

0 −2δ J
I ∂b 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0 0 −δ J
I ∂a

0 0 0 δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂a 0 0

0 0 0 0 −2δ J
I ∂b 0 0 0

−δ I
J∂b 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −δ I
J∂b 0 0 0 0




δ 2(x−y).(7.42)

La matriz simpléctica (7.42) es no singular y su inversa estádada por

[ f (2)ab (x,y)]−1 =




0 δ I
J(δ b

a− ∂a∂ b

∇2
) 0 0 0 0 −δ I

J
∂a
∇2

0

−δ J
I (δ a

b−
∂b∂ a

∇2
) 0 − 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
0 0 0 0 0

0 − 1

2
δ I

J
∂ b

∇2
0 0 0 0 −δ I

J
1

2

1

∇2
0

0 0 0 0 δ I
J(δ b

a− ∂a∂ b

∇2
) 0 0 −δ I

J
∂a
∇2

0 0 0 −δ J
I (δ a

b−
∂b∂ a

∇2
) 0 − 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
0 0

0 0 0 0 − 1

2
δ I

J
∂ b

∇2
0 0 − 1

2
δ I

J
1

∇2

−δ J
I

∂b
∇2

0
1

2
δ J

I
1

∇2
0 0 0 0 0

0 0 0 −δ J
I

∂b
∇2

0
1

2
δ J

I
1

∇2
0 0




δ (x−y), (7.43)

de (7.43), se puede identificar los corchetes de FJ, que estándados por

{ξ (2)
a (x),ξ (2)

b (y)}FD = [ f (2)ab (x,y)]−1. (7.44)

Los corchetes de FJ entre las variables simplécticas, estánexpresados por

{eI
a(x), p

b
J(y)}FD = δ I

J(δ b
a−

∂a∂ b

∇2
)δ (x−y), (7.45)

{AI
a(x),πb

J (y)}FD = δ I
J(δ b

a−
∂a∂ b

∇2
)δ (x−y), (7.46)

{eI
a(x),e

J
b(y)}FD = 0, (7.47)
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{AI
a(x),A

J
b(y)}FD = 0, (7.48)

{pa
I (x), p

b
J(y)}FD = 0, (7.49)

{πa
I (x),πb

J (y)}FD = 0, (7.50)

{pa
I (x),λ J(y)}FD =− 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
δ (x−y), (7.51)

{πa
I (x),ρJ(y)}FD =− 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
δ (x−y), (7.52)

{λ I (x),φJ(y)}FD =− 1

2
δ I

J
1

∇2
δ (x−y), (7.53)

{ρ I (x),θJ(y)}FD =
1

2
δ I

J
1

∇2
δ (x−y), (7.54)

{eI
a(x),φJ(y)}FD =−δ I

J
∂a

∇2
δ (x−y). (7.55)

{AI
a(x),θJ(y)}FD =−δ I

J
∂a

∇2
δ (x−y). (7.56)

De esta manera, se puede observar que los corchetes de FJ coinciden con los corchetes de Dirac

que se calcularon en el apéndice C (ver apéndice D) expresados por (C.4) a (C.9).

Por lo tanto, se finaliza está sección con algunos comentarios. Se reproducen los resultados

obtenidos por el método de Dirac desde un enfoque diferente;esto es, mediante el formalismo de

FJ. En particular, el formalismo de FJ permite obtener las restricicones de la teoría y se demostró

que los corchetes de Dirac son iguales.

7.3 Caso no Abeliano de la acción exótica

En esta sección, se realiza el análisis de la acción exótica,caso no Abeliano. A partir de la acción

(7.1), se puede identificar la siguiente Lagrangiana simpléctica

L
(0) = ε0abηIJAI

b∂0AJ
a+Λε0abηIJeI

b∂0eJ
a−V(0), (7.57)
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donde el potencial simpléctico es dado porV(0)=−2ε0abηIJ
[
FJ

ab+
Λ
2

εJ
KLeK

a eL
b

]
A0

I −2Λε0abηIJDaeb
I eJ

0
.

Se puede observar, que a partir de (7.57) la identificación delas variables simplécticasξ (0)a(x) =

{eI
a,e

I
0
,AI

a,A
I
0
} y la uno-forma simplécticaa(0)a(x) = {Λε0abeIb,0,ε0abAIb,0}. Utilizando las vari-

ables simplécticas y las componentes de la uno forma simpléctica, se construye la siguiente matriz

f (0)ab (x,y) =




−2Λε0abηIJ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −2ε0abηIJ 0

0 0 0 0




δ 2(x−y), (7.58)

donde se observa que la matriz (7.58) es singular, esto signfica, que existen restricciones. Al calcular

los modos cero de la matriz (7.58) se obtieneṽ(0)k = (0,veI
0(x),0,0) y w̃(0)

k = (0,0,0,wAI
0(x)), donde

vAI
0 y veI

0 son funciones arbitrarias. Tal y como se ha analizado en las secciones anteriores, se

contraen los vectores nulos con la variación del potencial simpléctico, y se obtienen las siguientes

restricciones

Ω(0)
I =

∫
d2x(ṽ(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ )

=
∫

d2xveI
0(x)

[
− 2Λε0abηIJDaeb

J
]
→
[
− 2Λε0abηIJDaeb

J
]
= 0,

β (0)
I =

∫
d2x(w̃(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ )

=

∫
d2xwA0(x)

[
− 2ε0abηIJ

[
FJ

ab+
Λ
2

εJ
KLeK

a eL
b

]]
→
[
− 2ε0abηIJ

[
FJ

ab+
Λ
2

εJ
KLeK

a eL
b

]]
= 0,

se puede identificar, a las siguientes constricciones

Ω(0)
I = 2Λε0abηIJDaeb

J = 0,

β (0)
I = 2ε0abηIJ

[
FJ

ab+
Λ
2

εJ
KLeK

a eL
b

]
= 0.

Cabe decir, que las constricciones encontradas mediante elformalismo de FJ corresponden a las

constricciones secundarias calculadas con el método de Dirac (ver 4 capítulo y ec.(4.13))

f (1)kb ξ̇ b = Zk(ξ ), (7.59)
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los modos cero de (7.59), son expresados por

(v(1))T
1
= (∂avλ + ε I

JKAJ
avλ + ε I

JKeK
a vβ ,veI

0 ,0,0,vλ ,vβ ),

(v(1))T
2 = (0,0,∂avβ + ε I

JKAJ
avβ +Λε I

JKeK
a vλ ,vAI

0 ,vλ ,vβ ). (7.60)

Es fácil mostrar que los modos cero (7.60) no conducen a más restricciones. Ahora, se construye

una nueva Lagrangiana que incorpore la información de las restricciones que se acaban de calcular,

esto se hace de la siguiente manera, se introducen los multiplicadores de Lagrangeλ I , θ I asoci-

ados a las constriccionesΩ(0)
I andβ (0)

I en la Lagrangiana (7.57), entonces se obtiene la siguiente

Lagrangiana a primer orden

L
(1) = ε0abηIJAI

b∂0AJ
a+Λε0abηIJeI

b∂0e
J
a+(Ω(0)

I )λ̇ I +(β (0)
I )θ̇ I −V(1). (7.61)

Podemos observar, que el potencial simplécticoV(1) = V(0) |Ω(0)
I =0,β (0)

I =0
= 0, esto refleja, que la

teoría presenta covarianza general, justo como Relatividad general.

Partiendo de (7.61), se identifica al nuevo conjunto de variables simplécticasξ (1)a(x)= {eI
a,λ I ,AI

a,θ I ,}
y la uno-forma simplécticaa(1)a(x) = {Λε0abeIb,Ω

(0)
I ,ε0abAIb,β

(0)
I }. Mediante la implementación

del nuevo conjunto de variables simplécticas, se obtiene lasiguiente matriz,

f (1)ab (x,y) =




−2Λε0abηIJ −2Λε0ab(ηIJ ∂b+ εIJKAK
b ) 0 −2Λε0abεIJK eK

b

2Λε0ba(ηIJ ∂a− εIJKAK
a ) 0 −2Λε0baεIJK eK

a 0

0 −2Λε0abεIJKeK
b −2ε0abηIJ −2ε0ab(ηIJ ∂b+ εIJKAK

b )

−2Λε0baεIJKeK
a 0 2ε0ba(ηIJ ∂a− εIJKAK

a ) 0


δ 2(x−y),

(7.62)

La matriz f (1)ab es singular y además el sistema no presenta más restricciones, por lo tanto, la no

invertibilidad de (7.62) significa que el sistema tiene simetría de norma. Eligiendo las condiciones

de norma temporal

AI
0
(x) = 0,

eI
0(x) = 0,

introduciendo estas condiciones mediante los multiplicadores de LagrangeφI , αI en la Lagrangiana
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(7.61), entonces se obtiene una nueva Lagrangiana simpléctica,

L
(2) = ε0abηIJAI

b∂0AJ
a+Λε0abηIJeI

b∂0eJ
a+(Ω(0)

I +φI)λ̇ I +(β (0)
I +αI)θ̇ I . (7.63)

Se identifica a partir de (7.63), el nuevo conjunto de variables simplécticasξ (2)a(x)= {eI
a,λ I ,AI

a,θ I ,φI ,αI}
y la uno-forma simplécticaa(2)a(x) = {Λε0abeIb,Ω

(0)
I + φI ,ε0abAIb,β

(0)
I + αI ,0,0}. Usando el

nuevo conjunto de variables simplécticas, se obtiene la siguiente matriz

f (2)ab (x,y) =




−2Λε0abηIJ −2Λε0ab(ηIJ ∂b+ εIJKAK
b ) 0 −2Λε0abεIJK eK

b 0 0

2Λε0ba(ηIJ ∂a− εIJKAK
a ) 0 −2Λε0baεIJK eK

a 0 −δ J
I 0

0 −2Λε0abεIJKeK
b −2ε0abηIJ −2ε0ab(ηIJ ∂b+ εIJKAK

b ) 0 0

−2Λε0baεIJKeK
a 0 2ε0ba(ηIJ ∂a− εIJKAK

a ) 0 0 −δ J
I

0 δ I
J 0 0 0 0

0 0 0 δ I
J 0 0


δ 2(x−y),

(7.64)

la matriz f (2)ab no es singular, por lo tanto, se puede calcular la inversa, dicha inversa está dada por

[ f (2)ab (x,y)]−1 =




1

2Λ ε0abη IJ
0 0 0 −(δ I

J∂a+ ε I
JKAK

a ) −ε I
JKeK

a

0 0 0 0 δ J
I 0

0 0 ε0ab
1

2
η IJ

0 −Λε I
JKeK

a −(δ I
J∂a+ ε I

JKAK
a )

0 0 0 0 0 δ J
I

(δ J
I ∂b− εI

J
KAK

b ) −δ I
J −ΛεI

J
K eK

b 0 0 0

−εI
J

KeK
b 0 (δ J

I ∂b− εI
J

K AK
b ) −δ I

J 0 0


δ 2(x−y), (7.65)

de la matriz inversa(7.65) es posible identificar los corchetes de FJ, que estarán dados por las en-

tradas de la matriz (7.65)

{eI
a(x),e

J
b(y)}FD =

1

2Λ
ε0abη IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),A

J
b(y)}FD =

1

2
ε0abη IJδ 2(x−y),

{eI
a(x),φJ(y)}FD = (δ I

J∂a− ε I
JKAK

a )δ 2(x−y),

{AI
a(x),αJ(y)}FD = (δ I

J∂a− ε I
JKAK

a )δ 2(x−y),

{eI
a(x),αJ(y)}FD = −ε I

JKeK
a δ 2(x−y),

{AI
a(x),φJ(y)}FD = −Λε I

JKeK
a δ 2(x−y),

{λ I (x),φJ(y)}FD = δ J
I δ 2(x−y),

{θ I (x),αJ(y)}FD = δ J
I δ 2(x−y). (7.66)
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Es importante señalar, que los corchetes de FJ coinciden conlos que se obtienen mediante el for-

malismo de Dirac y estan reportados en [66](capítulo 3, ec. (66)). Estos resultados también son

parte de la contribución de esta tesis y los resulatdos fueron publicados en [66]. Por otra parte, si se

introducen los momentos

pa
I = Λε0abηIJeJ

b,

πa
I = ε0abηIJAJ

b, (7.67)

los corchetes de (7.66) adquieren la siguiente estructura,

{eI
a(x),e

J
b(y)}FD =

1

2Λ
ε0abη IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),A

b
J(y)}FD =

1

2
ε0abη IJδ 2(x−y),

{eI
a(x), p

b
J(y)}FD =

1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y),

{AI
a(x),πb

J (y)}FD =
1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y),

{pa
J(x), p

b
J(y)}FD =

Λ
2

ε0abηIJδ 2(x−y),

{πa
I (x),πb

J (y)}FD =
1

2
ε0abηIJδ 2(x−y). (7.68)

Se puede notar, que los corchetes de FJ, coinciden con todos los corchetes de Dirac reportados

en [66].

Con toda la información que se ha obtenido, se puede realizarel conteo de los grados de li-

bertad, el número de variables dinámicas es12 (eI
a,A

I
a) y 12 restricciones dadas por el conjunto

(Ω(0)
I ,β (0)

I ,AI
0
,eI

0
), al realizar el conteo, se puede observar que la teoría tienecero grados de liber-

tad. Por otra parte, ya para concluir esta sección, se calcularán las transformaciones de norma de la

teoría, para obtener las transformaciones de norma se calculan los modos cero de la matriz (7.62),

donde los modos están dados por,

(w(1))T
1
= (∂aε I + ε I

JKAJ
aεK + ε I

JKeK
a ζ J,ε I ,0,ζ I ),

(w(1))T
2 = (0,ε I ,∂aζ I + ε I

JKAJ
aζ K +Λε I

JKeK
a εJ,ζ I ).

De acuerdo al formalismo de FJ, los modos cero,(w(1))T
1

y (w(1))T
2

son lo generadores de la

transformación infinitesimas de la acción (7.57), y están dados por
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δeI
a(x) = Daε I + ε I

JKeK
a ζ J,

δeI
0(x) = ∂0ε I ,

δAI
a(x) = Daζ I +Λε I

JKeK
a εJ,

δAI
0(x) = ∂0ζ I .

Se llega a la conclusión de que el formalismo de FJ es un métodoalternativo al algoritmo de Dirac

para analizar sistemas singulares. Por otra, el enfoque de FJ tiene la ventaja de evitar la clasificación

de las restricciones, esto es importante, ya que muchas veces en el análisis de Dirac, la clasificación

de las restricciones es una tarea muy complicada, cabe mencionar que los resultados obtenidos en

este capítulo fueron publicados en [67] y es una parte de la contribución de esta tesis.



Capítulo 8

Formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado

a la acción de Bonzom-Livine

En este capítulo se lleva a cabo el análisis de FJ para una par de acciones; la primera acción que se

analiza es la versión "Abeliana" de la acción de Bonzom-Livine. La segunda acción, es la acción de

Bonzom-Livine (caso no Abeliano). De hecho, para la teoría Abeliana se va a demostrar que si en el

formalismo de Dirac1 se realiza el análisis sin fijar la norma y se eliminan sólo a las restricciones de

segunda clase, entonces es posible reproducir los resultados de Dirac, trabajando con el método de

FJ en el espacio de configuración como variables simplécticas. Por otra parte, si en el formalismo de

Dirac se realiza el análisis fijando la norma, y se construye los correspondientes corchetes de Dirac,

es posible reproducir en el esquema de FJ los resultados obtenidos en el formalismo de Dirac, esto

se logra, seleccionando al espacio fase como variables simplécticas. También se demostrará la

equivalencia de los corchetes de Dirac con los paréntesis generalizados de FJ.

8.1 Caso Abeliano de la acción BL

En esta sección se estudiará la acción (8.1) que representa la versión Abeliana de (5.11) mediante

el formalismo de FJ, en esta sección se trabajará en el espacio de configuración, donde las variables

simplécticas están dadas por(AI
α ,e

I
α)

1El análisis mediante el formalismo de Dirac del caso Abeliano, de la acción de BL se incluye en el apéndice D.

96
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SAbeliana[A,e] =
∫

2eI ∧FI [A]+
1

γ
√

| Λ |

∫
AI ∧dAI +

s
√

| Λ |
γ

eI ∧deI

=

∫
ε0ab

[(
AI

0

γ
√

| Λ |
+eI

0

)
FabI +

(
AI

b

γ
√
| Λ |

+eI
b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
0+AI

0

)
TabI

+

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
. (8.1)

La densidad Lagrangiana correspondiente a la acción Abeliana de Bonzom-Livine [BL] (8.1) es

dada por

L = ε0ab

[(
AI
0

γ
√

| Λ |
+eI

0

)
FabI +

(
AI

b

γ
√
| Λ |

+eI
b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
0+AI

0

)
TabI

+

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
. (8.2)

Se utilizara la siguiente convención respecto a la metricaδµν=diag(1,1,1) y ε012=ε012 = 1. FabI =

∂aAbI −∂bAaI y TabI = ∂aebI −∂beaI .

La densidad Lagrangiana puede escribirse de la siguiente manera

L
(0) = ε0ab

[(
AI

b

γ
√

| Λ |
+eI

b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
−V(0), (8.3)

donde el super índice(0) en la Lagrangiana, hace referencia a la Lagrangiana inicial, es decir, la

Lagrangiana con la que se empieza el análisis, i.e., tambienpuede entenderse de la siguiente man-

era, como aquella Lagrangiana donde aun no se ha introducidola información de las restricciones

presentes en el sistema. El potencial simpléctico está dadopor

V(0) =−ε0ab

[(
AI
0

γ
√

| Λ |
+eI

0

)
FabI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
0+AI

0

)
TabI

]
. (8.4)

La correspondiente ecuación de movimiento simpléctica es

f (0)ab ξ̇ b =
∂V(0)(ξ )

∂ξ a
, (8.5)
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donde f (0)ab (x,y) = δab(y)
δξ a(x) −

δaa(x)
δξ b(y)

. El comjunto de variables simplécticas esta dado por

ξ (0)a(x) = {eI
a,e

I
0
,AI

a,A
I
0
}, (8.6)

y las componentes de la uno forma simplécticaa(0)a son

a(0)a(x) = {ε0ab(
s
√

| Λ |
γ

eIb +AI j+b),0,ε0ab(
1

γ
√

| Λ |
AIb +eIb),0}. (8.7)

Una vez identificada la uno forma simpléctica, se puede construir la siguiente matriz simpléctica

f (0)ab (x,y) =




−2ε0abΩδIJ 0 −2ε0abδIJ 0

0 0 0 0

−2ε0abδIJ 0 −2ε0abβδIJ 0

0 0 0 0




δ 2(x−y), (8.8)

Podemos observar que la matriz (8.8) es singular. Esto significa que en el sistema existen restric-

ciones. Los modos cero de la matriz (8.8) están dados por(v(0)a )T
1
= (0,veI

0 ,0,0) y (v(0)a )T
2
=

(0,0,0,vAI
0), dondeveI

0 y vAI
0 son funciones arbitrarias. De acuerdo al formalismo de FJ [?], los

modos cero de la matriz (8.8) sirven para encontrar las restricciones de la teoría

0 =
∫

d2x(v(0))T
a (x)

δ
δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ ),

=
∫

d2xveI
0(x)ε0ab[FabI +ΩTabI],

=

∫
d2xveI

0(x)Ω(0)
I . (8.9)

0 =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ ),

=

∫
d2xvA0(x)ε0ab[βFabI +TabI],

=

∫
d2xvA0(x)β (0)

I . (8.10)

Se puede observar que las constricciones (8.9,8.10) obtenidas mediante el formalismo de FJ, son

iguales a las restricciones secundarias obtenidas mediante el algoritmo de Dirac [68]. Se utiliza el

método modificado de Faddeev-Jackiw para calcular si existen más restricciones en la teoría [63,65].
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Usando la condición de consistencia análoga al formalismo de Dirac-Bergmann [32]

Ω̇(0)
I =

∂Ω(0)
I

∂ξ a ξ̇ a = 0, (8.11)

para deducir nuevas restricciones.

Combinando (8.5) con (8.11),se tiene





f (0)ab ξ̇ b = ∂V(0)(ξ )
∂ξ a ,

∂Ω(0)

ξ a ξ̇ a = 0.
(8.12)

Se puede reformular (8.12) como

f (1)kb ξ̇ b = Zk(ξ ), (8.13)

donde

f (1)kb =


 f (0)ab

∂Ω(0)

∂ξ a


=




−2Ωε0abδIJ 0 2ε0abδIJ 0

0 0 0 0

−2ε0abδIJ 0 −2βε0abδIJ 0

0 0 0 0

2Ωε0abδIJ∂a 0 2ε0abδIJ∂a 0

2ε0abδIJ∂a 0 2βε0abδIJ∂a 0




δ (x−y), (8.14)

y

Zk(ξ ) =




∂V(0)(ξ )
∂ξ a

0


 . (8.15)

Se puede obervar que la matriz( f (1)kb ) de (8.15) no es una matriz cuadrada, pero tiene modos

linealmente independientes(v(1))T
1
= (∂avλ ,veI

0 ,0,0,vλ ,0) y (v(1))T
2
= (0,0,∂avα ,vAI

0 ,0,vα ). La

Multiplicación de( f (1)kb ) por (v(1))T
k da cero, ya que(v(1))T

k es un vector nulo de la matriz (8.14).

Multiplicando de nuevo el modo cero(v(1))T
k por ambos lados de la ecuación (8.15), nos conduce a

más restricciones

(v(1))T
k Zk = 0. (8.16)
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SustituyendoΩ(0) = 0 en la ecuación (8.16), se obtiene

(v(1))T
k Zk |Ω(0)=0

= 0, (8.17)

Tal sustitución garantiza que las restricciones obtenidasno aparecerán en el siguiente cálculo. Si

la ecuación (8.17) es una identidad, entonces, no existen más restricciones. Sin embargo, si la

ecuación (8.17) no es una identidad, se tiene

Ω(1) = (v(1))T
k Zk = 0, (8.18)

que es una constricción secundaria en el formalismo de FJ. Demanera similar, se introduce la

condición de consistencia

Ω̇(1) =
∂Ω(1)

∂ξ a ξ̇ a = 0, (8.19)

Con la ayuda de estas ecuaciones uno detecta paso a paso si haymás restricciones, donde el

proceso finaliza, hasta que no haya nuevas restricciones y seobtenga la identidad como en el caso

de la ecuación (8.17). Se prueba que la ecuación (8.17) en el modelo que se está analizando es una

identidad, esto quiere decir, que no hay nuevas restricciones y el procedimiento de implementar la

condición de consistencia para obtener nuevas restricciones finaliza.

Luego, en el siguiente paso, se introducen las restricicones (8.9)(8.10) mediante los los multipli-

cadores de Lagrange(λ I ,ρ I), en la Lagrangiana (8.3) para construir una nueva

L
(1) = ε0ab

[(
AI

b

γ
√

| Λ |
+eI

b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
+Ω(0)

I λ̇ I +β (0)
I ρ̇ I −V(1), (8.20)

dondeV(1) = V(0) |Ω(0)
I =2ε0ab(∂aAbI+Ω∂aebI)=0,β (0)

I =2ε0ab(β∂aAbI+∂aebI)=0
= 0, el potencial simpléctico en

la etapa final de las iteraciones reflejan la covarianza general de la teoría, al igual que en RG.

También se consideraλ I y ρ I como variables simplécticas. Las variables simplécticas aprimer

orden y las componentes de la nueva uno forma simpléctica están dados por

ξ (1)a(x) = {eI
a,λ I ,AI

a,ρ I},

a(1)a(x) = {ε0ab(
s
√

| Λ |
γ

eIb +AI j ),2ε0ab(∂aAbI +Ω∂aebI),ε0ab(
1

γ
√

| Λ |
AIb +eIb),2ε0ab(β∂aAbI +∂aebI)}.

(8.21)
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La forma explicita de la nueva matriz simpléctica es

f (1)ab (x,y) =




−2ε0abΩδIJ −2ε0abΩδIJ∂b −2ε0abδIJ −2ε0abδIJ∂b

2εobaΩδIJ∂a 0 2εobaδIJ∂a 0

−2ε0abδIJ −2ε0abδIJ∂b −2ε0abβδIJ −2ε0abβδIJ∂b

2εobaδIJ∂a 0 2εobaβδIJ∂a 0




δ 2(x−y). (8.22)

La matriz (8.22) es todavía singular. Además, no existe la posibilidad de obtener nuevas restric-

ciones, debido a queV(1) = 0. Por lo tanto debidos a las consideraciones hechas en el capítulo 6 pag.

73, este sistema presenta simetría de norma. Debido a que el sistema presenta simetría de norma, se

tiene que que elegir alguna condición de norma para poder invertir la matriz simpléctica (8.22). Se

elige la siguiente normaeI
0
= 0 y AI

0
= 0, para lo cual se introducen los siguientes multiplicadores

de LagrangeφI y θI para construir una nueva Lagrangiana

L
(2) = ε0ab

[(
AI

b

γ
√

| Λ |
+eI

b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
+(Ω(0)

I +θI)λ̇ I +(β (0)
I +αI)ρ̇ I .

(8.23)

Las variables simplécticas de segundo orden y las componentes de la nueva uno forma simpléctica

"a" están dadas por

ξ (2)i(x) = {eI
a,λ I ,θI ,A

I
a,ρ I ,αI},

a(2)a(x) = {ε0ab(
s
√

| Λ |
γ

eIb +AIb),2ε0ab(∂aAbI +Ω∂aebI)+θI ,0,ε0ab(
AIb

γ
√

| Λ |
+eIb),

2ε0ab(β∂aAbI +∂aebI)+αI ,0}.

(8.24)

A partir de la información contenida en (8.24), se obtiene lanueva matriz simpléctica
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f (2)ab (x,y) =




−2ε0abΩδIJ ε0abΩδIJ∂b 0 −2ε0abδIJ 2ε0abδIJ∂b 0

2ΩεobaδIJ∂a 0 −δ J
I 2εobaδIJ∂a 0 0

0 δ I
J 0 0 0 0

−2ε0abδIJ 2ε0abδIJ∂b 0 −2ε0abβδIJ 2ε0i j βδIJ ∂b 0

2εobaδIJ∂b 0 0 2εobaβδIJ∂a 0 −δ J
I

0 0 0 0 δ I
b 0




δ 2(x−y), (8.25)

las derivadas parciales se deben tomar respecto a la variable x. Despues de realizar un cálculo

tedioso para determinar si la matriz (8.25) es o no singular,se llega al resultado de que la matriz

(8.25) es no singular, y entonces podemos deducir la matriz inversa, la cual está dada por

[ f (2)ab (x,y)]−1 =




β
2(βΩ−1)ε0abδ IJ

0 δ I
J∂a − 1

2(βΩ−1)ε0abδ IJ
0 0

0 0 δ I
J 0 0 0

δ J
I ∂a −δ J

I 0 0 0 0

− 1

2(βΩ−1)ε0abδ IJ
0 0

Ω
2(βΩ−1)ε0abδ IJ

0 δ I
J∂a

0 0 0 0 0 δ I
J

0 0 0 δ J
I ∂a −δ J

I 0




δ 2(x−y). (8.26)

Por lo tanto, a partir de (8.26) es posible identificar los siguientes corchetes generalizados de

FJ [41]
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{eI
a(x),e

J
b(y)}FD = [ f (2)

11
(x,y)]−1 =

β
2(Ωβ − 1)

ε0abδ IJδ 2(x−y) =
γ

2
√

| Λ |(s− γ2)
ε0abδ IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),A

J
b(y)}FD = [ f (2)

44
(x,y)]−1 =

Ω
2(Ωβ − 1)

ε0abδ IJδ 2(x−y) =
s
√

| Λ |γ
2(s− γ2)

ε0abδ IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),e

J
b(y)}FD = [ f (2)

41
(x,y)]−1 =

1

2(1−Ωβ )
ε0abδ IJδ 2(x−y) =− γ2

2(s− γ2)
ε0abδ IJδ 2(x−y).

(8.27)

DondeΩ y β son definidos como

Ω =
s
√

| Λ |
γ

, β =
1

γ
√

| Λ |
.

Es importante comentar, que los corchetes generalizados deFJ coinciden con los obtenidos por

medio del formalismo de Dirac que se encuentran en el apéndice D. Hasta este punto, se tienen

los corchetes generalizados de FJ solamente entre las variables del espacio de configuraciones,

por lo tanto, no se tiene aun la estructura completa de los corchetes que se obtienen mediante el

formalismo de Dirac. Entonces para poder solucionar esto, ypoder obtener apartir de los corchetes

generalizados de FJ toda la estructura de los corchetes que se obtienen mediante el formalismo de

Dirac, se procede de la siguiente manera, si hacemos una redefinición de los campos mediante la

introducción de los momentos dados de la siguiente forma

pa
I = ε0ab(AbI +ΩebI),

πa
I = ε0ab(ebI +βAbI).

(8.28)

Los corchetes generalizados de FJ (8.27) nos sirven de base para obtener la siguiente estructura
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{eI
a(x), p

b
J(y)}FD =

1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y),

{pa
J(x), p

b
J(y)}FD =

Ω
2

ε0abδIJδ 2(x−y),

{AI
a(x),πb

J (y)}FD =
1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y),

{piaI (x),πb
J (y)}FD =

1

2
ε0abδIJδ 2(x−y),

{πa
I (x),πb

J (y)}FD =
β
2

ε0abδIJδ 2(x−y).

(8.29)

8.2 Coordenadas canónicas como variables simplécticas

En está sección se estudiara la acción (8.1) mediante el formalismo de FJ, pero ahora se trabajara

con variables del espacio fase como variables simplécticas[63]. De esta manera, a partir de la

ecuación(πα
I , p

α
I ) se puede identificar a los momentos canónicos conjugados de(AI

α ,e
I
α)

SAbelian[A,e] =
∫

2eI ∧FI [A]+
1√
| Λ |

∫
AI ∧dAI +s

√
| Λ |eI ∧deI

=

∫
ε0ab

[(
AI

0

γ
√

| Λ |
+eI

0

)
FabI +

(
AI

b

γ
√

| Λ |
+eI

b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
0+AI

0

)
TabI

+

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
.

La densidad Lagrangiana del modelo abeliano de [BL] esta dada por

L = ε0ab

[(
AI
0

γ
√

| Λ |
+eI

0

)
FabI +

(
AI

b

γ
√
| Λ |

+eI
b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
0
+AI

0

)
TabI

+

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
. (8.30)

Se utiliza la siguiente convenciónδµν=diag(1,1,1) y ε012=ε012 = 1. FabI = ∂aAbI −∂bAaI y TabI =

∂aebI −∂beaI .

La densidad Lagrangiana es reescrita de la siguiente manera
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L
(0) = ε0ab

[(
AI

b

γ
√

| Λ |
+eI

b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
−V(0), (8.31)

donde el super índice(0) significa, que es la lagrangiana inicial dada por (8.30) y solo se ha ree-

scrito de manera conveniente para la implementación del formalismo de FJ. El potencial simpléctico

está dado por

V(0) =−ε0ab

[(
AI
0

γ
√

| Λ |
+eI

0

)
FabI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
0+AI

0

)
TabI

]
. (8.32)

Los momentos canónicos son obetnidos a partir de

Πα
I =

δL

δ Ȧα I
, πα

I =
δL

δ ėI α
.

la forma explicita de los momentos canónicos son

pa
I = ε0ab(AbI +ΩebI),

πa
I = ε0ab(ebI +βAbI).

(8.33)

De las ecuaciones 8.33 se despejan(AI
α ,e

I
α) y se reescriben dichas cantidades en términos de los

momentos canónicos

ε0abebI =
s

s− γ2
(β pa

J −πa
J ),

ε0abAbI =
s

s− γ2
(Ωπa

J − pa
J).

(8.34)

Entonces, se tiene

πa
I ȦI

a+ pa
I ėI

a−L =−2AI
0∂aπa

I − 2eI
0∂apa

I . (8.35)
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Por lo tanto, la densidad Lagrangiana de orden cero es

L
(0) = πa

I ȦI
a+ pa

I ėI
a−V(0). (8.36)

El potencial simplécticV(0) está expresado como

V(0) =−2AI
0∂aπa

I − 2eI
0∂apa

I . (8.37)

Una véz identificados, la densidad Lagrangiana y el potencial simpléctico, el siguiente paso es

escribir la correspondiente ecuación de movimiento simpléctica que está dada por

f (0)ab ξ̇ b =
∂V(0)(ξ )

∂ξ a . (8.38)

donde f (0)ab (x,y) = δab(y)
δξ a(x) −

δaa(x)
δξ b(y)

. El conjunto de variables simplécticas provenientes de la La-

grangiana a orden cero (8.36), son

ξ (0)a(x) = {eI
a, p

a
I ,e

I
0
,AI

a,πa
I ,A

I
0
}. (8.39)

Las componentes de la uno forma simpléctica son

a(0)a(x) = {pa
I ,0,0,πa

I ,0,0}. (8.40)

Una véz identificadas las variables simplécticas y las componentes de la uno forma, se calcula la

matriz simpléctica (8.38), dicha matriz tiene la siguienteforma

f (0)ab (x,y) =




0 −δ a
bδ J

I 0 0 0 0

δ b
aδ I

J 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0

0 0 0 δ a
bδ I

J 0 0

0 0 0 0 0 0




δ 2(x−y), (8.41)

Se observa que la matriz (8.41) es singular. Los modos cero dela matriz (8.41) son(v(0)a )T
1
=
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(0,0,veI
0 ,0,0,0) y (v(0)a )T

2
= (0,0,0,0,0,vAI

0), dondeveI
0 y vAI

0 son funciones arbitrarias. De acuerdo

con el método de FJ [63], los modos cero sirven para poder obtener las contricciones primarias de

la teoría

0 =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)i(x)

∫
d2yV(0)(ξ ),

=

∫
d2xveI

0(x)[−2∂apa
I ],

→ Ω(0)
I :=−2∂apa

I = 0, (8.42)

0 =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)i(x)

∫
d2yV(0)(ξ ),

=
∫

d2xvA0(x)[−2∂aπa
I ],

→ Θ(0)
I :=−2∂aπa

I = 0, (8.43)

se puede observar que las restricciones (8.42) y (8.43), soniguales a las restricciones secundarias

obtenidas mediante el formalismo de Dirac.

Se utiliza el formalismo modificado de FJ para determinar si el sistema presenta más restricciones

[63, 65]. Usando la condición de consistencia descrita en [63] análoga al metodo Dirac-Bergmann

[32]

Ω̇(0)
I =

∂Ω(0)
I

∂ξ a ξ̇ a = 0, (8.44)

para deducir nuevas constricciones.

Combinando la ecuación (8.38) con la ecuación (8.44), se obtiene





f (0)ab ξ̇ b = ∂V(0)(ξ )
∂ξ a ,

∂Ω(0)

ξ a ξ̇ a = 0.
(8.45)

Se puede reformular la ecuación (8.45) como

f (1)cd ξ̇ d = Zc(ξ ), (8.46)



108 Capítulo 8: Formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado a la acción de Bonzom-Livine

donde la matriz simpléctica está dada por

f (1)cd =


 f (0)ab

∂Ω(0)

∂ξ a


=




0 −δ a
bδ J

I 0 0 0 0

δ b
aδ I

J 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0

0 0 0 δ b
aδ J

I 0 0

0 0 0 0 0 0

0 2∂bδ J
I 0 0 0 0

0 0 0 0 2∂bδ J
I 0




δ (x−y), (8.47)

y

Zc(ξ ) =




∂V(0)(ξ )
∂ξ a

0


 , (8.48)

los modos cero de la matriz( f (1)k j ) están dados por(v(1))T
1
= (2∂avλ ,0,veI

0 ,0,0,0,vλ ,0) y (v(1))T
2
=

(0,0,0,2∂avα ,0,vAI
0 ,0,vα ). Estos modos cero, se utilizan con el fin de obtener más restricciones.

De hecho, para realizar el cálculo de la siguiente restricción se utiliza la contracción de cada modo

cero con la matriz dada por (8.48) [65]

(v(1))T
c Zc = 0. (8.49)

SustituyendoΩ(0) = 0 en la ecuación (8.49), se obtiene

(v(1))T
c Zc |Ω(0)=0

= 0. (8.50)

Tal sustitución garantiza que las restricciones obtenidasno aparecerán en el siguiente cálculo.

Si la ecuación (8.49) es una igualdad, entonces, no existen más restricciones. Sin embargo, si la

ecuación (8.49) no es una igualdad, se tiene

Ω(1) = (v(1))T
c Zc = 0, (8.51)

en el formalismo de FJ la restricción (8.51) se le conoce comorestricción secuendaria. De manera
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similar, se introduce la condición de consistencia

Ω̇(1) =
∂Ω(1)

∂ξ a ξ̇ a = 0. (8.52)

Con la ayuda de estas ecuaciones uno detecta paso a paso si haymás restricciones, donde el

proceso finaliza, hasta que no haya nuevas restricciones y seobtenga la igualdad como en el caso

de la ecuación (8.49). Se prueba que la ecuación (8.49) en el modelo que se está analizando es una

igualdad, esto quiere decir, que no hay nuevas restricciones y el procedimiento de implementar la

condición de consistencia para obtener nuevas restricciones finaliza.

Luego, en el siguiente paso, se introducen las restricicones (8.42),(8.43) mediante los multipli-

cadores Lagrange(λ I ,ρ I ) en la Lagrangiana (8.36) para construir una nueva Lagrangiana

L
(1) = πa

I ȦI
a+ pa

I ė
I
a+(2∂apa

I )λ̇ I +(2∂aπa
I )ρ̇ I −V(1), (8.53)

dondeV(1) =V(0) |∂aπa
I =0,∂apa

I =0= 0, el potencial simpĺctico en la etapa final de las iteraciones refle-

jan la covarianza general de la teoría, al igual que en RG.

De acuerdo al formalimos de FJ, se deben considerar aλ I y ρ I como variables simplécticas. Las

variables simplécticas a primer orden y las componentes de la nueva uno forma simpléctica están

dados por

ξ (1)a(x) = {eI
a, p

a
I ,λ I ,AI

a,πa
I ,ρ I},

a(1)a(x) = {pa
I ,0,2∂apa

I ,πa
I ,0,2∂aπa

I }. (8.54)

La estructura de la nueva matriz simpléctica es

f (1)ab (x,y) =




0 −δ a
bδ J

I 0 0 0 0

δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂ x

a 0 0 0

0 −2δ J
I ∂ x

b 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0

0 0 0 δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂ x

a

0 0 0 0 −2δ J
I ∂ x

b 0




δ 2(x−y), (8.55)

la matriz (8.55) es aún singular. Además, no existe la posibilidad de obtener nueva restricciones,

debido a queV(1) = 0. Por lo tanto este sistema presenta simetría de norma. Debido a que el sistema
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presenta simetría de norma, se tiene que que elegir alguna condición de norma para poder invertir

la matriz simpléctica (8.55). Se elige la siguiente norma∂ aeI
a = 0 y ∂ aAI

a = 0, para lo cual se

introducen los siguientes multiplicadores de LagrangeφI y θI para construir una nueva Lagrangiana

L
(2) = πa

I ȦI
a+ pa

I ėI
a+(2∂apa

I )λ̇ I +(2∂aπa
I )ρ̇ I +(∂ aeI

a)φ̇I +(∂ aAI
a)θ̇I . (8.56)

Las variables simplécticas de segundo orden y las componentes de la nueva uno forma simpléctica

están dadas por

ξ (2)a(x) = {eI
a, p

a
I ,λ I ,φI ,A

I
a,πa

I ,ρ I ,θI},

a(2)a(x) = {pa
I ,0,2∂apa

I ,∂ aeI
a,πa

I ,0,2∂aπa
I ,∂ aAI

a}. (8.57)

A partir de la información contenida en (8.57), se construyela nueva matriz simpléctica

f (2)ab (x,y) =




0 −δ a
bδ J

I 0 −δ J
I ∂ x

a 0 0 0 0

δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂ x

a 0 0 0 0 0

0 −2δ J
I ∂ x

b 0 0 0 0 0 0

−δ I
J∂ x

b 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −δ a
bδ J

I 0 −δ J
I ∂ x

a

0 0 0 0 δ b
aδ I

J 0 −2δ I
J∂ x

a 0

0 0 0 0 0 −2δ J
I ∂ x

b 0 0

0 0 0 0 −δ I
J∂ x

b 0 0 0




×δ 2(x−y).

(8.58)

Las derivadas parciales se deben tomar respecto a la variable x. Despues de realizar un cálculo

algo tedioso para determinar si la matriz (8.58) es o no singular, se llega al resultado de que La

matriz (8.58) es no singular, y entonces podemos deducir la matriz inversa, la cual está dada por
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[ f (2)ab (x,y)]−1 =




0 δ I
J(δ b

a− ∂a∂ b

∇2
) 0 −δ I

J
∂a
∇2

0 0 0 0

−δ J
I (δ a

b−
∂b∂ a

∇2
) 0 − 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
0 0 0 0 0

0 − 1

2
δ I

J
∂ b

∇2
0 −δ I

J
1

2

1

∇2
0 0 0 0

−δ J
I

∂b
∇2

0
1

2
δ J

I
1

∇2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 δ I
J(δ b

a− ∂a∂ b

∇2
) 0 −δ I

J
∂a
∇2

0 0 0 0 −δ J
I (δ a

b−
∂b∂ a

∇2
) 0 − 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
0

0 0 0 0 0 − 1

2
δ I

J
∂ b

∇2
0 − 1

2
δ I

J
1

∇2

0 0 0 0 −δ J
I

∂b
∇2

0
1

2
δ J

I
1

∇2
0




×δ 2(x−y). (8.59)

Por lo tanto, a partir de (8.59), es posible identificar los siguientes corchetes generalizados de

FJ [41]

{ξ (2)
a (x),ξ (2)

b (y)}FD = [ f (2)ab (x,y)]−1. (8.60)

Los corchetes de FJ entre las variables simplécticas, son

{eI
a(x), p

b
J(y)}FD = [ f (2)

12
(x,y)]−1 = δ I

J(δ b
a−

∂a∂ b

∇2
)δ (x−y), (8.61)

{AI
a(x),πb

J (y)}FD = [ f (2)
56

(x,y)]−1 = δ I
J(δ b

a−
∂a∂ b

∇2
)δ (x−y), (8.62)

{eI
a(x),e

J
b(y)}FD = [ f (2)

11
(x,y)]−1 = 0, (8.63)

{AI
a(x),A

J
b(y)}FD = [ f (2)

55
(x,y)]−1 = 0, (8.64)
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{pa
I (x), p

b
J(y)}FD = [ f (2)

22
(x,y)]−1 = 0, (8.65)

{πa
I (x),πb

J (y)}FD = [ f (2)
66

(x,y)]−1 = 0, (8.66)

{pa
I (x),λ J(y)}FD = [ f (2)

23
(x,y)]−1 =− 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
δ (x−y), (8.67)

{πa
I (x),ρJ(y)}FD = [ f (2)

67
(x,y)]−1 =− 1

2
δ J

I
∂ a

∇2
δ (x−y), (8.68)

{λ I (x),φJ(y)}FD = [ f (2)
34

(x,y)]−1 =− 1

2
δ I

J
1

∇2
δ (x−y), (8.69)

{ρ I(x),θJ(y)}FD = [ f (2)
78

(x,y)]−1 =− 1

2
δ I

J
1

∇2
δ (x−y), (8.70)

{eI
a(x),φJ(y)}FD = [ f (2)

14
(x,y)]−1 =−δ I

J
∂a

∇2
δ (x−y). (8.71)

{AI
a(x),θJ(y)}FD = [ f (2)

58
(x,y)]−1 =−δ I

J
∂a

∇2
δ (x−y). (8.72)

El resto de los corchetes generalizados de FJ son cero. Comparando (8.61)-(8.66) con el resultado

obtenido mediante el método de Dirac (ver apéndice E), se obtiene

{eI
a(x), p

b
J(y)}FD = [ f (2)

12
(x,y)]−1 = δ I

J(δ b
a−

∂a∂ b

∇2
)δ (x−y) = {eI

a(x), p
b
J(y)}D, (8.73)



Capítulo 8: Formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado a la acción de Bonzom-Livine 113

{eI
a(x),e

J
b(y)}FD = [ f (2)

11
(x,y)]−1 = 0= {eI

a(x),e
J
b(y)}D, (8.74)

{pa
I (x), p

b
J(y)}FD = [ f (2)

22
(x,y)]−1 = 0= {pa

I (x), p
b
J(y)}D. (8.75)

{AI
a(x),πb

J (y)}FD = [ f (2)
56

(x,y)]−1 = δ I
J(δ b

a−
∂a∂ b

∇2
)δ (x−y) = {AI

a(x),πb
J (y)}D, (8.76)

{AI
a(x),A

J
b(y)}FD = [ f (2)

55
(x,y)]−1 = 0= {AI

a(x),A
J
b(y)}D, (8.77)

{πa
I (x),πb

J (y)}FD = [ f (2)
66

(x,y)]−1 = 0= {πa
I (x),πb

J (y)}D. (8.78)

8.3 Caso no Abeliano de la acción BL

En este capítulo se realizará el análisis de la acción de BL dada por (5.11) mediante el formalismo

de FJ.

La acción propuesta por BL es dada por (5.11) [39]

Sγ [A,e] = S′[A,e]+
1

γ
S̃[A,e].

(8.79)

Al realizar la descomponsición del espacio tiempo de la acción (8.79), se puede identificar la

siguiente densidad Lagrangiana de orden cero dada por

L
(0) = 2ε0abηIJeI

bȦJ
a+βε0abηIJAI

bȦJ
a+Ωε0abηIJeI

bėJ
a−V(0), (8.80)

donde

V(0) =−2ε0abηIJ

[
(eI

0+βAI
0)(F

J
ab+s

| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+ (ΩeI

0+AI
0)DaeJ

b

]
. (8.81)

Se definen los siguientes parámetrosΩ y β
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Ω =
s
√

| Λ |
γ

, β =
1

γ
√

| Λ |
. (8.82)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange obtenidas de (8.80) son

f (0)ab ξ̇ b =
∂V(0)(ξ )

∂ξ a , (8.83)

donde la matriz simplécticaf (0)ab tiene la siguiente estructura

f (0)ab (x,y) =
δab(y)
δξ a(x)

− δaa(x)
δξ b(y)

. (8.84)

Se puede observar, que de la Lagrangiana (8.80) es posible identificar las siguientes variables sim-

plécticasξ (0)a(x)= {eI
a,e

I
0
,AI

a,A
I
0
} y las componentes de la 1-forma sona

(0)
a(x)= {Ωε0abebI ,0,2ε0abebI+

βε0abAbI,0}.

El conjunto de variables simplécticas es representado porξ (0)a y las componentes de la 1-forma

simplécticaa(0)a. Es importante comentar, que en el formalismo de FJ, se tienela libertad de elegir

como variables simplécticas a las variables de configuración o a las variables del espacio fase. La

elección del conjunto de variables simplécticas, ya sea delespacio de configuración o del espacio

fase, conlleva a la construcción de diferentes corchetes enel formalismo de FJ y para establecer

la equivalencia con los corchetes de Dirac, se debe tener en cuenta algunas consideraciones que se

mencionarán más adelante de esta sección.

Cómo se mencionó anteriormente, se debe tener en cuenta algunas consideraciones para estable-

cer la equivalencia entre los formalismos de FJ y Dirac. Por ejemplo, si se seleccionan a las variables

del espacio de configuración como variables simplécticas enel formalismo de FJ, entonces, en el

formalismo de Dirac se deben eliminar las restricciones de segunda clase, manteniendo solo las

restricciones de primera clase, esto equivale en el algoritmo de Dirac a no fijar la norma, al hacer

esto, se puede demostrar que los corchetes de Dirac coinciden con los obtenidos en el método de

FJ. Por lo tanto, usando el conjunto de variables simplécticas, la matriz (8.84) tiene la forma
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f (0)ab (x,y) =




feI
a,e

J
b

feI
a,e

J
0

feI
a,A

J
b

feI
a,A

J
0

feI
0
,eJ

b
feI

0
,eJ

0

feI
0
,AJ

b
feI

0
,AJ

0

fAI
a,e

J
b

fAI
a,e

J
0

fAI
a,A

J
b

fAI
a,A

J
0

fAI
0
,eJ

b
fAI

0
,eJ

0

fAI
0
,AJ

b
fAI

0
,AJ

0




δ 2(x−y),

desarollando las componentes de la matriz anterior, se obtiene

f (0)ab (x,y) =




−2Ωε0abηIJ 0 −2ε0abηIJ 0

0 0 0 0

−2ε0abηIJ 0 −2βε0abηIJ 0

0 0 0 0




δ 2(x−y), (8.85)

la matriz simplécticaf (0)ab , representa una matriz singular de dimensión[18× 18]. El hecho de

que la matriz (8.85) sea singular, implica que en el sistema existen constricciones. Para determinar

las restricciones, se necesita calcular los modos cero de lamatriz (8.85), donde, los modos cero

están dados por(v(0)a )T
1
= (0,veI

0 ,0,0) y (v(0)a )T
2
= (0,0,0,vAI

0). veI
0 y vAI

0 son funciones arbitrarias.

Usando los modos cero y el potencial simplécticoV(0) se obtienen las siguientes restricciones

Ω(0)
I =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ ),

= −
∫

d2xveI
0(x)2ε0abηIJ[(F

J
ab+s

| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+ΩDae

J
b],

→ −2ε0abηIJ

[
(FJ

ab+s
| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+ΩDae

J
b

]
= 0, (8.86)

β (0)
I =

∫
d2x(v(0))T

a (x)
δ

δξ (0)a(x)

∫
d2yV(0)(ξ ),

= −
∫

d2xvAI
0(x)2ε0abηIJ

[
β (FJ

ab+s
| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+DaeJ

b

]
,

→ −2ε0abηIJ

[
β (FJ

ab+s
| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+Dae

J
b

]
= 0, (8.87)

por lo tanto, se identifican las siguientes constricciones

Ω(0)
I = 2ε0abηIJ

[
(FJ

ab+s
| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+ΩDae

J
b

]
= 0,
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β (0)
I = 2ε0abηIJ

[
β (FJ

ab+s
| Λ |
2

εJ
KLeK

a eL
b)+Dae

J
b

]
= 0,

estas restrcciones corresponden a las restricciones secundarias encontradas mediante el método

de Dirac y que se calcularon en el capítulo 5.

Es sencillo demostrar que el sistema ya no presenta más constricciones. Para realizar esto, se

construye la siguiente matriz que nos permitirá determinarsi en el sistema existen más constric-

ciones [63]

f (1)cb ξ̇ b = Zc(ξ ), (8.88)

donde

Zc(ξ ) =




∂V(0)(ξ )
∂ξ a

0

0


 , (8.89)

y

f (1)cb =




f (0)ab
∂Ω(0)

∂ξ b

∂β (0)

∂ξ b


=




−2Ωε0abηIJ 0 −2ε0abηIJ 0

0 0 0 0

−2ε0abηIJ 0 −2βε0abηIJ 0

0 0 0 0

2ε0ab(ΩηIJ∂a− εIJK(ΩAK
a +s | Λ | eK

a )) 0 2ε0ab(ηIJ∂a− εIJK(AK
a +ΩeK

a )) 0

2ε0ab(ηIJ∂a− εIJK(AK
a +ΩeK

a )) 0 2ε0ab(βηIJ∂a− εIJK(βAK
a +eK

a )) 0




×δ 2(x−y). (8.90)

Los modos cero de la matriz (8.90)

(v(1))T
1 = (δ I

J∂avλ + ε I
KJAK

a vλ ,δ I
JveI

0 ,−s | Λ | ε I
JKeK

a ,0,δ I
Jvλ ,0),

(v(1))T
2

= (−ε I
JKeK

a ,0,δ I
J∂avβ + ε I

KJAK
a vβ ,δ I

JvAI
0 ,0,δ I

Jvβ ).

Estos modos cero son usados para obtener otras restricciones. Esto se realiza, mediante el cálculo

de la siguiente contracción [63]
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(v(1))T
c Zc = 0, (8.91)

dondec= 1,2, se obtiene de (8.91) una igualdad, por lo tanto, en el formalismo de [FJ] no apare-

cen más restricciones.

Ahora, vamos a construir un nuevo Lagrangiano simpléctico que contiene la información de las

restricciones obtenidas en (8.86) y (8.87). La forma en la que las restricciones se deben introducir

para construir la nueva lagrangiana es mediante los multiplicadores de LagrangeeI
0
= λ̇ I y AI

0
= θ̇ I ,

donde, la nueva lagrangiana tiene la siguiente estructura

L
(1) = 2ε0abηIJeI

bȦJ
a+βε0abηIJAI

bȦJ
a+Ωε0abηIJeI

bėJ
a+Ω(0)

I λ̇ I +β (0)
I θ̇ I −V(1), (8.92)

podemos observar que el potencial simplécticoV(1) = V(0) |Ω(0)
I =0,β (0)

I =0
= 0, esto refleja, que

la teoría presenta covarianza general, justo como en RG. De la ecuación (8.92) se puede identi-

ficar las siguientes nuevas variables simplécticasξ (1)a(x) = {eI
a,λ I ,AI

a,θ I} y la 1-formaa(0)a(x) =

{Ωε0abebI ,Ω
(0)
I ,2ε0abebI +βε0abAbI ,β

(0)
I }. Utilizando las nuevas variables simplécticas y la nueva

1-forma, se calcula la siguiente matriz simpléctica

f (1)ab (x,y) =




−2ηIJ −2(ΩηIJ ∂b+ εIJK (ΩAK
b +s | Λ | eK

b )) −2ηIJ −2(ηIJ ∂b+ εIJK(A
K
b +ΩeK

b ))

−2(ΩηIJ ∂a− εIJK (ΩAK
I +s | Λ | eK

a )) 0 −2(ΩηIJ ∂a− εIJK (A
K
I +ΩeK

a )) 0

−2ηIJ −2(ηIJ ∂b+ εIJK (A
K
b +ΩeK

b )) −2βηIJ −2(βηIJ ∂b+ εIJK (βAK
b +eK

b ))

−2(ηIJ ∂a− εIJK (A
K
a +ΩeK

a )) 0 −2(βηIJ ∂a− εIJK (βAK
a +eK

a )) 0




× ε0abδ 2(x−y). (8.93)

La matriz simplécticaf (1)ab representa una matriz singular de[18× 18]. Donde las filas y columnas

llevan el siguiente orden(eI
a,λ I ,AI

a,θ I ). Por otra parte, se comento que no se encontraron más

restricciones en la teoría, por lo tanto, la no invertibilidad de (8.93), esto significa que la teoría
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presenta simetría de norma. Por lo tanto, se elige la siguiente fijación de norma como restricciones

AI
0
(x) = 0,

eI
0(x) = 0, (8.94)

por otra parte, se introducen los multiplicadoresφI y αI , asociados a las fijaciones de noma (8.94),

para construir una nueva lagrangiana simpléctica. La nuevalagrangiana simpléctica está dada por

L
(2) = 2ε0abηIJeI

bȦJ
a+βε0abηIJAI

bȦJ
a+Ωε0abηIJeI

bėJ
a+(Ω(0)

I +φI)λ̇ I +(β (0)
I +αI)θ̇ I , (8.95)

por lo tanto, podemos identificar el nuevo conjunto de variables simplécticasξ (2)a(x)= {eI
a,λ I ,AI

a,θ I ,φI ,αI}
y la 1-forma simplécticaa(0)a(x) = {Ωε0abebI ,Ω

(0)
I +φI ,2ε0abebI +βε0abAbI,β

(0)
I +αI ,0,0}. Uti-

lizando las nuevas variables simplécticas se construye la siguente matriz simpléctica, que está dada

por

f (2)ab (x,y) =




−2ΩηIJ −2(ΩηIJ ∂b+ εIJK (ΩAK
b +s | Λ | eK

b )) 0 −2ηIJ −2(ηIJ ∂b+ εIJK (A
K
b +ΩeK

b )) 0

−2(ΩηIJ ∂a− εIJK (ΩAK
I +s | Λ | eK

a )) 0 −δ J
I −2(ΩηIJ ∂a− εIJK (A

K
I +ΩeK

a )) 0 0

0 δ I
J 0 0 0 0

−2ηIJ −2(ηIJ ∂b+ εIJK (A
K
b +ΩeK

b )) 0 −2βηIJ −2(βηIJ ∂b+ εIJK (βAK
b +eK

b )) 0

−2(ηIJ ∂a− εIJK (A
K
a +ΩeK

a )) 0 0 −2(βηIJ ∂a− εIJK (βAK
a +eK

a )) 0 −δ J
I

0 0 0 0 δ I
J 0




× ε0abδ 2(x−y). (8.96)

La matriz simplécticaf (2)ab representa una matriz no singular de[24× 24], por lo tanto, la matriz

es invertible. Donde las filas y columnas tienen el siguente orden(eI
a,λ I ,AI

a,θ I ,φI ,αI ). La matriz

inversa de (8.96), está dada por

[ f (2)ab (x,y)]−1 =
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


γ
2
√
|Λ|(s−γ2)

ε0abδ IJ
0 δ I

J∂a− ε I
JKAK

a − γ2

2(s−γ2 )
ε0abδ IJ

0 −ε I
JKeK

a

0 0 δ J
I 0 0 0

δ J
I ∂b− ε I

J
KAK

b −δ I
J 0 −s | Λ | ε I

J
KeK

b 0 0

− γ2

2(s−γ2 )
ε0abδ IJ

0 −s | Λ | ε I
JKeK

a
sγ
√

|Λ|
2(s−γ2 )

ε0abδ IJ
0 δ I

J∂a− ε I
JKAK

a

0 0 0 0 0 δ J
I

−ε I
J

KeK
b 0 0 δ J

I ∂b− ε I
J

KAK
b −δ I

J 0




δ 2(x−y).

(8.97)

por lo tanto, apartir de (8.97) es posible identificar los corchetes generalizados de FJ, que están

dados por

{eI
a(x),e

J
b(y)}FD =

γ
2
√

| Λ |(s− γ2)
ε0abδ IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),e

J
b(y)}FD = − γ2

2(s− γ2)
ε0abδ IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),A

J
b(y)}FD =

s
√

| Λ |γ
2(s− γ2)

ε0abδ IJδ 2(x−y),

{eI
a(x),φJ(y)}FD = (δ I

J∂a− ε I
JKAK

a )δ 2(x−y),

{AI
a(x),αJ(y)}FD = (δ I

J∂a− ε I
JKAK

a )δ 2(x−y),

{eI
a(x),αJ(y)}FD = −ε I

JKeK
a ,

{AI
a(x),φJ(y)}FD = −s | Λ | ε I

JKeK
a ,

{λ I (x),φJ(y)}FD = δ J
I δ 2(x−y),

{θ I (x),αJ(y)}FD = δ J
I δ 2(x−y). (8.98)

Es importante comentar, que los corchetes generalizados deFJ coinciden con los obtenidos por

medio del formalismo de Dirac, presentado en el capítulo 5. Por otra parte, si se introducen los

momentos, que están dados por

π I
a = s

√
| Λ |
γ

ε0abηIJeb
J,

ΠI
a = 2ε0abηIJ(eb

J +
1

2γ
√

| Λ |
Ab

J). (8.99)

los corchetes generalizados de FJ (8.98), tienen la siguiente estructura
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{eI
a(x),πb

J(y)}FD =
s

2(s− γ2)
δ b

aδ I
Jδ 2(x−y),

{eI
a(x),e

J
b(y)}D =

1

2
√

| Λ |
γ

s− γ2
η IJε0abδ 2(x−y),

{πa
I(x),πb

J(y)}D =
s2

2γ

√
| Λ |

s− γ2
ηIJε0abδ 2(x−y),

{AI
a(x),Πb

J(y)}D =
s− 2γ2

2(s− γ2)
δ b

aδ I
Jδ 2(x−y),

{AI
a(x),A

J
b(y)}D =

s
√

| Λ |
2

γ
s− γ2

η IJε0abδ 2(x−y),

{Πa
I (x),Πb

J(y)}D =
s

2γ
√

| Λ |
1

s− γ2
ηIJε0abδ 2(x−y),

{AI
a(x),e

J
b(y)}D =

1

2

γ2

γ2−s
η IJε0abδ 2(x−y),

{eI
a(x),Πb

J(y)}D =
1

2
√

| Λ |
γ

s− γ2
δ b

aδ I
Jδ 2(x−y),

{AI
a(x),πb

J(y)}D = −s
√

| Λ |
2

γ
s− γ2

δ b
aδ I

Jδ 2(x−y),

{πa
I (x),Πb

J(y)}D =
1

2

s
s− γ2

ηIJε0abδ 2(x−y). (8.100)

Se puede observar que los corchetes generalizados de FJ (8.100), coinciden con todos los corchetes

de Dirac que se obtuvieron en el capítulo 5.

Una vez obtenida todas las restricciones de la teoría, es posible realizar el conteo de los grados

de libertad del sistema, esto se realiza de la siguiente manera; el número de variables dinámicas

(eI
a,A

I
a) es igual a12, el número de constricciones(Ω(0)

I ,β (0)
I ,AI

0
,eI

0
) es igual a 12, al realizar la

diferencia entre el número de variables dinámicas y el número de restricciones, el conteo de los

grados de libertad es igual a cero.

Para concluir este capítulo, se realizará el cálculo de la transformación de norma de la teoría, para

esto, se calculan los modos cero de la matriz (8.93), donde, los modos cero están dados por

(w(1))T
1
= (−δ I

J∂aδ 2(x−y)− ε I
JKAK

a δ 2(x−y),δ I
Jδ 2(x−y),−Λε I

JKeK
a δ 2(x−y),0),

(w(1))T
2 = (−ε I

JKeK
a δ 2(x−y),0,−δ I

J∂aδ 2(x−y)− ε I
JKAK

a δ 2(x−y),δ I
Jδ 2(x−y)).

De acuerdo con el formalismo de FJ [64], los modos cero(w(1))T
1

y (w(1))T
2

son los generadores de
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las transformaciones de norma infinitesimales de (8.80) y están dadas por

δeI
a(x) = −Daε I + ε I

JKeK
a τJ,

δeI
0(x) = ∂0ε I ,

δAI
a(x) = −Daτ I +s | Λ | ε I

JKeK
a εJ,

δAI
0(x) = ∂0ζ I . (8.101)

De este modo, al usar el formalismo de FJ, se ha podido calcular las transformaciones de norma.

Dichas transformaciones de norma (8.101), se calcularon enel capítulo 5, mediante el formalismo

de Dirac.



Capítulo 9

Conclusiones

En este trabajo, se realizó el análisis Hamiltoniano detallado de la acción exótica y de la ac-

ción de Bonzom-Livine, por otra parte, se implemento un formalismo alterno al método de Dirac

para analizar las acciones para la teoría de relatividad general 3D con constante cosmológica antes

mencionadas, y se mostró que mediante del formalismo de FJ esposible reproducir la información

obtenida en el método de Dirac. En el análisis realizado de laacción exótica y de la acción de BL

mediante el formalismo de Dirac estricto, debido a que el estudio de ambas acciones se realizó en

el espacio fase completo, las teorías presentan un conjuntode restricciones de primera y segunda

clase, y fue identificada la estructura completa de dichas restricciones. Cabe mencionar que encon-

trar la forma de las restricciones de primera y segunda clasees una tarea muy complicada y tediosa.

Una vez hecha la clasificación de las restricciones y encontrado la forma completa de ellas, se de-

terminaron las correspondientes transformaciones de norma: para la acción exótica se encuentra la

transformaciónΛ-deformada de PoincaréΛ-ISO(2,1) y en el caso de la acción de BL la transfor-

maciónΛ-deformada para el grupo EuclideanoΛ-ISO(3); los difeomorfismos son obtenidos de la

simetría de norma fundamental. Por otra parte, también se obtienen los corchetes de Dirac para cada

una de las teorías mencionadas anteriormente, donde mostramos que la estructura de los corchetes

de Dirac de la acción exótica son no conmutativos y que el valor de la constante cosmológica no

puede ser evaluada en cero debido a que da lugar a una singularidad a nivel de los corchetes de

Dirac. Lo mencionado previamente puede relacionarse con algo análogo al del problema de Lan-

dau, donde se puede identificar a la cosntante cosmológica como un tipo de campo magnético y el

campo "e1" con la coordenada no conmutativa. Además, es importante mencionar que la acción

exótica difiere de la teoría de Palatini; en la teoría de Palatini los corchetes de Dirac presentan una

1El campo relacionado con la triada.
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estructura conmutativa entre las variables dinámicas y la constante cosmológica puede ser valuada

en cero sin presentar algun tipo de singularidad como puede verse en [34]. Por otra parte, el análisis

realizado a la acción de BL, como ya se mencionó, tiene las mismas ecuaciones de movimiento que

la acción de Palatini, sin embargo, al igual que la acción exótica, después de haber realizado el for-

malismo de Dirac estricto, se encuentra que los corchetes deDirac entre las variables dinámicas "A"

y "e" son no conmutativo. Es importante mencionar que un análisis previo de la acción de BL desde

el punto de vista de el espacio fase reducido en [39], no discute la simetría de norma fundamental ni

tampoco se obtienen las restricciones completas. De esta manera se hace énfasis en que es necesario

realizar un análisis de forma correcta y completa mediante el formalismo de Dirac estricto.

El formalismo de Dirac estricto nos da una descripción completa del sistema bajo estudio, su

implementación es un trabajo extenso y complicado. Claramente se deben desarrollar todos los

pasos de otro modo, los resultados obtenidos no son concluyentes. Por lo tanto, debido a estas

complicaciones es conveniente usar un esquema alternativoque nos de una descripción completa

del sistema. En este sentido, en esta tesis se utilizó el formalismo de FJ para analizar a la acción

exótica y a la acción de BL; por completez se incluyeron también una versión Abeliana de las ac-

ciones mencionadas anteriormente. Se calcularon los grados de libertad, las transformaciones de

norma de cada una de las acciones y sus respectivos corchetesgeneralizados de FJ, encontrando

que la información obtenida coincide con los resultados quese obtienen mediante el formalismo de

Dirac estricto. Cabe mencionar que parte de los resultados obtenidos ya se encuentran publicados

en [66, 67]. Para establacer la equivalencia entre los corchetes de FJ y los paréntesis de Dirac, se

observa que si en el formalismo de Dirac no se fija la norma y lasrestricciones de segunda clase son

eliminadas mediante los corchetes de Dirac, entonces, es posible reproducir la estructura completa

de los corchetes de Dirac utilizando en FJ el espacio de configuración como variables simplécticas.

Por otra parte, si en el método de Dirac realizamos el análisis fijando la norma y construimos los

correspondientes corchetes de Dirac, entonces, en el formalismo de FJ es posible reproducir los

resultados obtenidos en el método Dirac, pero ahora lo hacemos utilizando coordenadas de el espa-

cio fase como variables simplécticas. Con la implementación del formalismo de FJ se establecio la

manera de obtener la estructura completa de los corchetes generalizados de FJ y que son totalmente

equivalentes con los corchetes de Dirac. Es importante mencionar lo anterior, ya que en la literatura

no se da una forma clara de como obtener toda la estructura completa de los corchetes de Dirac

mediante el formalismo de FJ. En este sentido nuestro trabajo muestra cómo obtener mediante el

método de FJ los resultados que se esperan en el formalismo deDirac.



Apéndice A

Variedades Diferenciables y Campos

Tensoriales

En este apéndice se van a introducir los conceptos y nomenclaturas básicas referentes a var-

iedades, espacios topológicos y formas diferenciales que fueron utlizados en esta tesis [52].

Los espacios topológicos son la estructura más general con la que podemos trabajar y constituyen

la forma más simple que debe tener una variedad, es decir, unavariedad debe tener al menos la

estructura de un espacio topológico. A veces tenemos la ideade que todos los espacios con los que

trabajamos están equipados con una métrica, sin embargo este no es siempre el caso, de hecho, los

espacios métricos forman un subconjunto de las variedades ylas variedades forman un subconjunto

de los espacios topológicos.

De forma abstracta un espacio topológico es un conjunto X conuna colección adecuadaτ de sub-

conjuntos (llamados abiertos), donde adecuada significa que la colección de subconjuntos abiertos

satisfacen los siguientes axiomas:

i El conjunto vacío /0 y el conjunto total X pertenecen aτ .

ii La unión arbitraria de abiertos también pertenece aτ .

iii La intersección finita de abiertos es también elemento deτ .

A.1 Variedades Diferenciables

En esta sección se expondrán nocionnes básicas referentes avariedades diferenciables. El con-

tenido de esta sección sigue principalmente [52] y [69]. Desde un punto de vista intuitivo, podemos
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decir que una variedad diferencial es un espacio topológicolocalmente homeomorfo1 a ℜm. Es

importante la aclaración que el homeomorfismo es local ya quepuede suceder que dos variedades

sean localmente homeomorfas y, sin embargo, no lo sean globalmente. Un ejemplo de estos es la

esferaS2 inmersa enℜ3, que es localmente homeomorfa aℜ2 pero no globalmente ya queS2 es

compacto yR2 no lo es. Este homeomorfismo local entre una variedad yRem permite asignar a cada

punto de la variedad un conunto de m números llamdos coordenadas locales.

Cuando M no es globalmente homeomórfica aℜm, puede ser necesario introducir varias co-

ordenadas locales. Por lo tanto, es posible que aun punto de la variedad le corresponda varias

coordenadas locales. se requiere que la transición de una coordenada a la otra sea suave. Este re-

querimiento permite desarrollar el cálculo usual en una variedad. Es de crucial importancia notar

que la elección de las coordenadas es completamente arbitraria, aparte de los requerimientos básicos

de continuidad y diferenciabilidad. Esto se corresponde muy bien con los principios de la Teoría

General de la Relatividad, como veremos más adelante.

Definición 1. M es una variedad diferenciable m-dimensionalsi [52]

1. M es un espacio topológico

2. M tiene una familia de pares{(Ui ,ϕi)}, donde{Ui} es una familia de abiertos que cubren M,

o sea,
⋃

i Ui = M. ϕi es un homeomorfismo deUi es un abierto deU ′
i deℜm.

3. DadosUi y U j tales queUi
⋂

U j , /0, el mapaψi j = ϕiϕ−1

j de ϕ j(Ui
⋂

U j) a ϕi(Ui
⋂

U j) es

C∞(infinitamente diferenciable).

Al par (Ui,ϕi) se llamacarta mientras que toda la familia(Ui ,ϕi) se llamaatlas. A los abiertos

Ui se les denominaentorno coordenado, mientras que a las funcionesϕi se les denominafun-

ción de las coordenadaso simplementecoordenadas. Lasϕi son representadas por m funciones

{x1(p), ...,xm(p)} y a esta familia también se le denominacoordenadadel punto p. Generalmente

se denomina coordenada x para referir al punto cuyas coordenadas son{x1, ...,xm} a menos que se

usen varios sistemas de coordenadas. De (ii) de la definición1 se puede decir que M es localmente

euclídea. En cada entorno de coordenadasUi , M se ve como un abierto deℜm cuyos elementos son

{x1, ...,xm}.

1Sean X y Y dos espacios topológicos. Un mapeo f: X→ Y es un homeomorfismo si es continuo y tiene un inverso
f−1: Y → X que también es continuo. Si existe un homeomorfismo entre X yY, se dice que X es homeomórfico
a Y y viceversa. El homeomorfismo f: X→ Y es local cuandox ∈ X,∃U abierto tal quex ∈ U y f:U→f(U) es un
homemomorfismo entre U yf (U) [52]
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SiUi y U j son tales queUi
⋂

U j , /0, entonces dos sistemas coordenados son asignados a un punto

p∈Ui
⋂

U j , entonces (iii) de la definición 1 asegura que la transición de un sistema de coordenadas a

otro es suave(C∞). El mapaϕi asigna m al mismo punto p y siendo la transición de x a y comoxµ =

xµ(y), dada por m funciones de m variables. La trasnformación de coordenadasxµ = xµ(y) es de la

forma explícita del mapaψi j = ϕiϕ−1

j . Entonces, la diferenciabilidad queda definida en el sentido

usual de cálculo enℜm: la transformacion de coordenadas es diferenciable si cadafuncionxµ(y) es

diferenciable respecto a cada variableyν . De manera, arbitraria, las coordenadas usadas variarán de

manera suave. Si la unión de dos atlas{(Ui ,ϕi)} y {(U j ,ϕ j)} es otra vez un atlas, entonces esos

dos atlas se dicen que soncompatibles. La compatibilidad es una relación de equivalencia y estas

clases de equivalencia reciben el nombre de estructura diferenciable. Se dice también que dos atlas

mutuamente compatibles definen la misma estructura diferenciable en M.

Se puede considerar también variedade con borde. Si un espacio topológico M puede ser cu-

bierto por una familia de abiertosUi, siendo cadaUi homeomorfo a un abierto del conjuntoHm =

{(x1, ...,xm) ∈ ℜm | xm ≥ 0}, M se dice que es unavariedad con borde.

A.2 Vectores y Tensores en Variedades

Seaf : M → N un mapa de una variedad M de dimensión m a otra variedad N de dimensión n. Si

se toma enp∈ M, una carta(U,ϕ) y sobre N la carta(V,φ) tal quep∈U y f (p) ∈V, entonces se

obtendrá la siguiente representación de coordenadas

φ f ϕ−1 : ℜm → ℜn. (A.1)

Si se escribeϕ(p) = {xµ} y φ( f (p)) = {yν}, y = φ f ϕ−1 es una función vector valuada de m

variables. Siy = φ f ϕ−1, o simplementeyν = f ν(xµ ), esC∞ respecto a cadaxµ se dice que f es

diferenciable en p o enx= φ(p). Uno puede probar, usando la definición 1, que la diferenciabilidad

de f es independiente del sistema de coordenada escogido tanto para la variedad M como para la

variedd N.

Definición 2. Siφ f ϕ−1 esC∞, es invetibles y su inversa tambiénC∞ entonces f es undifeomor-

fismo y se dice que M es difeomorfa a N y viceversa, denotado porM � N. f se dice que es un

difeormorfismo local si ∀p∈ M, ∃U,V abiertos tales quep∈U ⊂ N con f: U→ V un difeomor-

fismo.

De la definición 1 y 2 se puede observar que una variedad diferenciable m dimensional es lo-

calmente difeomorfa aℜm. El conjunto de difeomorfismos f:M→ M es un grupo denotado por
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Dif(M). Si se toma un punto p en una carta(U,ϕ) tal queϕ( f (p)) = xµ(p) y bajo f ∈ Di f (M),

p se mapea af (p) ∈ U cuyas coordenadas seránϕ( f (p)) = yµ( f (p)) entonces y es una función

diferenciable de x. Esto es el llamdo punto de vista activo deuna transformación de coordenadas.

Si, por otro lado,(U,ϕ) y (V,φ) son cartas que se solapan yp∈U ∩V entonces el mapax 7→ y es

diferenciable por (3) de la definición 1; este es el llamdo punto de vista pasivo de la transformación

de coordenadas. Se deninirá ahora dos mapas espaciales que son la curva y la función.

Definición 3. Sea una variedad dimensional m-dimensional

i Una curva abierta es un mapac : (a,b) → M, donde(a,b) ∈ ℜ es un intervalo abierto tal que

a < 0 < b, donde se ha incluido el0 por conveniencia y a (b) puede ser−∞(+∞). En una

carta(U,ϕ), una curvac(t), t ∈ (a,b) tiene una representación dn coordenadas comox= ϕc :

ℜ :→ ℜm. Si el mapa esc : S1 → M se dice que es unacurva cerrada.

ii Una función f es un mapa f: M→ ℜ, donde en una carta(U,ϕ) la representación coordenada de

f está dada porf ϕ−1 : ℜm → ℜ la cual es uan función real de m variables. El conjunto de

funciones suaves en M se denota porF(M).

Habiendo definido el concept de curva y función en una variedad M, se puede definir el concepto

de vectores tangentes en dicha variedad. Sea una curvac : (a,b) → M con a < 0b y una función

f:M→ ℜ. Latasa de cambio def (c(t)) ent = 0 a lo largo de la curva es

d f(c(t))
dt

|t=0 (A.2)

En términos de coordenadas locales, esto es

(
∂ f
∂xµ )(

dxµ(c(t))
dt

) |t=0 . (A.3)

Por lo tanto,d f(c(t))/dt ent = 0 se obtiene aplicando el operador diferencial X a f, donde

X = Xµ(∂/∂xµ ), conXµ =
dxµ(c(t))

dt
|t=0 . (A.4)

Entonces,
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d f(c(t))
dt

|t=0= Xµ(∂ f/∂xµ )≡ X[ f ]. (A.5)

Definamos aX = Xµ∂/∂xµ como un vector tangente a M enp= c(0) en la dirección dada por

la curvac(t). EN realidad, lo que se hace es definir una relación de equivalencia de curvas en M de

la forma

(i) c1(0) = c2(0) = p

(ii) dxµ (c1(t))
dt |t=0=

dxµ (c2(t))
dt |t=0

y, entonces, curvas que se encuentran en la misma clase de equivalencia definen el mismo oper-

ador diferencial X.

Todas lss clases de esta relación de equivalencia de curvas en p∈ M, es decir todos los vectores

tangentes en p, formanun espacio vectorial llamadoespacio tangentede M en el punto p, denotado

por TpM y siendoeµ = {∂/∂xµ} una base de este espacio vectorial llamadabase coordenada. Un

vector V∈ TpM se escribeV =Vµeµ y es independiente del sistema de coordenadas elegido. Esta

independencia permite encontrar la transformación de las coordenadas del vector. Sea p∈Ui
⋂

U j ,

x= ϕi(p) ey= ϕ j(p). Así se tiene para X∈ TpM,

X = Xµ ∂
∂xµ = X̃µ ∂

∂yµ . (A.6)

ESto muestra, usando la regla de la cadena, que

X̃µ = Xν ∂yµ

∂xν . (A.7)

Por supuesto que la base deTpMno tiene por qué sereµ , sino que puede ser cualquier combinación

fi = Aµ
i eµ , dondeA= Aµ

i es una matriz invertible, o sea A∈ GL(m,R). A las bases tipo{ fi} se les

llama bases no-coordenadas.

Ahora, siendoTpM un espacio vectorial uno puede considerar su espacio dual, es decir el espacio

de las funcionales2, que los físicos llaman esoacio cotangente en p, denotado por T∗
p M. A un

elementoω ∈ T∗
p M se le llamavector dual, vector cotangenteo uno-forma. Un ejemplo de una

2Dado un espacio vectorial V, a las funciones f:V→ ℜ se las llama funcionales de V y uno puede demostrar que este
espacio es, a su vez, un espacio vectorial.
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uno-forma es la diferencial de una función f∈ F(M). La accción de un vector V en f esV[ f ] =

Vµ(∂ f/∂xµ ) ∈ ℜ, entonces la acción ded f ∈ T∗
p M sobreV ∈ T∗

p M es

〈d f,V〉 ≡V[ f ] =Vµ ∂ f
∂xµ ∈ ℜ. (A.8)

En las coordenadasx= ϕ(p), se tiene una expresión parad f = (∂ f/∂xµ )dxµ . Por lo tanto, es

natural tomar{dxµ} como una base deT∗
p M teniendo

〈dxµ ,
∂

∂xν 〉=
∂xµ

∂xν = δ µ
ν . (A.9)

Una uno-formaω arbitraria se puede escribir como

ω = ωµdxµ , (A.10)

siendoωµ las componentes deω . Al igual que se hizo para los vectores, se pueden deducir

las transformaciones de componentes deω de un sistema de coordenadas a otro. Para un punto

p∈Ui
⋂

U j ,

ω = ωµdxµ = ω̃νdyν , (A.11)

conx= ϕi(p) ey= ϕ j(p). Utilizando el cambiodxµ = (∂xµ/∂yν) se tiene

ω̃ν = ωµ
∂xµ

∂yν . (A.12)

Con esto, uno puede definir un producto interno〈,〉 : T∗
p M

⊗
TpM → ℜ definido como

〈ω ,V〉= ωµVµ〈dxµ ,
∂

∂xν = ωµVµ . (A.13)

Hay que notar que este producto interno está definido entre unvector y un vector dual y no

entre dos vectores. Para definir una producto entre dos vectores se necesita introducir una métrica

a la variedad. Así como el producto interno es un objeto bilinial qye asigna a una uno-forma y
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a un vector un real, se puede pensar en objetos multilinealesque asignen a q elementos deT∗
p M

y a r elementos deTpM un real. Estos objetos se llaman tensores de tipo(q, r) y el conjunto de

los tensores de tipo(q, r) en p∈M se denotan comoTq
r,p. Tomando las bases{dxµ} paraTpM y

{∂/∂xµ} paraTpM, un elemento deTq
r,p(M) se escribe como

T = T
µ1...µq

ν1...νr

∂
∂xµ1

· · · ∂
∂xµq

dxν1 · · ·dxνr , (A.14)

SiendoT
µ1...µq

ν1...νr las componentes de T en esta base.

A.3 Formas Diferenciales

Las formas diferenciales es la herramienta utilizada para desarrollar el cálculo exterior. Éste, es

un formalismo matemático potente que permite no solamente escribir los tensores con una menor

cantidad de índices, sino que hace más explicita la independencia de ciertos objetos respecto a

un cambio general de coordenadas, ya que en este formalismo se trabaja con indenpencia de un

sistema de coordenadas particular. Estas característicasson compatibles con la RG y, por ello, no

es de extrañar que el cálculo exterior resulte de gran utilidad para describirla. Ddo un elemento

ω ∈ T0
r , se puede definir una operación sobreω de la siguiente manera

Pω(V1, . . . ,Vr) = ω(VP(1), . . . ,VP(r)), (A.15)

dondeVi ∈ TpM, P ∈ Sr , el grupo de simetría de orden r3. Se dice queω es totalmente anti-

simétrico siPω = Sg(P)ω , dondeSg(P) es el signo de la permutación P (+1 si ésta es par y−1 si

es impar). Se dice también queω es totalmente simétrico cuandoPω = ω . Ahora se puede definir

una forma diferencial

Definición 4. Una forma diferencial o una r-forma es un tensorde tipo (0, r) totalmente anti-

simétrico.

Se puede definir el producto cuña de r uno-forma como el producto tensorial totalmente anti-

simétrico de la forma

3Para el contenido de esta sección, se puede pensar el grupo desimetría de orden r,Sr como las permutaciones de una
colección ordenada de r elementos.
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dxµ1 ∧ . . .∧dxµr = ∑
P∈Sr

dxµP(1)
⊗

. . .
⊗

dxµP(r) . (A.16)

Se puede ver quedxµ1 ∧ . . .∧ dxµr es lineal en cada entrada, ydxµ1 ∧ . . .∧ dxµr = 0 si uno de los

índicesµi aparece al menos dos veces y quedxµ1 ∧ . . .∧dxµr =Sg(P)dxµP(1) ∧ . . .∧dxµP(r) . El espacio

vectorial de formas de orden r en p∈M se denota porΩr
p y el conjunto de r-formasA.16 forman una

base deΩr
p(M). Un elementoω ∈ Ωr

p se puede escribir como

ω =
1

r!
ωµ1...µr dxµ1 ∧ . . .∧dxµr , (A.17)

donde las componentesωµ1...ωr son totalmente anti-simétricas.

Al igual que los tensores en general, se pueden considerar r-formas suaves en una variedad M,

formando un campo de r-formas denotado porΩr(M).

Como se vio anteriormente,dxµ1 ∧ . . .∧ dxµr = 0 si se repite algún índiceµi , entonces se tiene
 m

r


 = m!

r !(m−r)! maneras de elegir bases no nulas, por lo tanto


 m

r


 es la dimensión del

espacio vectorialΩr
p(M). La igualdad


 m

r


=


 m

m− r


 hace quedimΩr

p(M) = dimΩm−r
p y,

como son espacios vectoriales de dimensión finita,Ωr
p(M) es isomorfo aΩm−r

p (M).

Definición 5. Seanω ∈ Ωq
p(M) y ξ ∈ Ωr

p(M). El producto exterior∧ : Ωq
p×Ωr

p → Ωq+r
p (M) está

definido por

(ω ∧ ξ )(V1, . . . ,Vq+r)U
1

q!r! ∑
P⊂Sq+r

Sg(P)ω(VP(1), . . . ,VP(q))ξ (VP(q+1), . . . ,VP(r)), (A.18)

dondeVi ∈ TPM.

El producto exterior tiene una serie de propiedades que conviene destacar.

Propiedad 1. Seanξ ∈ Ωq(M), η ∈ Ωr(M) y ω ∈ Ωs(M). Se cumple entonces

I ξ ∧ ξ = 0 si q es impar

II ξ ∧η = (−1)qrη ∧ ξ

III (ξ ∧η)∧ω = ξ ∧ (η ∧ω) (asociatividad).
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La diferenciabilidad es otra operación importante en lo querespecta a formas diferenciales, es

por eso que conviene introducir dicha operación.

Definición 6. Seaω ∈ Ωr(M) que se expresa en la base de r-formas comoω = 1

r ! ωµ1...µr dxµ1...µr .

La derivada exteriordr es un mapadr : Ωr → Ωr+1 que se define como

drω =
1

r!
∂ωµ1...µr

∂xν dxν ∧dxµ1 ∧ . . .∧dxµr . (A.19)

Utilizando el lenguage de formas diferenciales, uno puede escribir las operaciones usuales del

cálculo vectorial [52]. Si tomamos las formas diferenciales definidas en el espacio euclídeo tridi-

mensionalℜ3

I ω0 = f (x,y,z)

II ω1 = ωx(x,y,z)dx+ωy(x,y,z)dy+ωz(x,y,z)dz

III ω2 = ωxy(x,y,z)dx∧dy+ωyz(x,y,z)dy∧dz+ωyz(x,y,z)dy∧dz

IV ω3 = ωxyz(x,y,z)dx∧dy∧dz.

Sus derivadas exteriores correspondientes serían

I dω0 =
∂ f
∂xdx+ ∂ f

∂ydy+ ∂ f
∂zdz

II dω1 = (∂ωy/∂x−∂ωx/∂y)dx∧dy+(∂ωz/∂y−∂ωy/∂z)dy∧dz+(∂ωx/∂z−∂ωz/∂x)dz∧dx

III ω2 = (∂ωyz/∂x+∂ωzx/∂y+∂ωxy/∂z)dx∧dy∧dz

IV ω3 = 0.

La acción de d sobreω0 resulta ser el gradiente, sobreω1 es el rotor y sobreω2 la divergencia.

Hay dos propiedades importantes de la derivada exterior quese enunciarán a continuación. La

primera tiene que ver con la regla de Leibniz pero modificada apropiadamente.

Propiedad 2. Seanξ ∈ Ωq y ω ∈ Ωr , entonces

d(ξ ∧ω) = (dξ )∧+(−1)qξ ∧ (dω). (A.20)

La definición 2 hace la derivación compatible con (II) de la propiedad 1. La otra propiedad muy

importante es la nilpotencia de la derivada exterior.



Apéndice A: Variedades Diferenciables y Campos Tensoriales 133

Propiedad 3. Seaω ∈ Ωr , escrita en la base de r-formas comoω = 1

r ! ωµ1,...,µr dxµ1 ∧ . . .∧ dxµr .

Entonces se cumple quedr+1drω = 0.

Esta propiedad resulta directamente de la definición 6 y de laconmutatividad de las derivadas

parciales. En efecto, la derivada parcial∂ 2ωµ1...µr/∂xα ∂xβ es simétrica en los índicesα y β pero

dxα ∧dxβ es anti-simétrica en estos índices, produciendo un resultado nulo.

A.4 Grupos de Lie

La idea clave de un grupo de Lie es que es un grupo en el sentido usual, pero con la propiedad

adicional de que también es una variedad diferencial. La definición formal de un grupo de Lie es la

siguiente:

Definición 7. Un grupo de Lie G es una variedad diferencibale que esta dotado con un grupo de

estructura tal que las operaciones del grupo

1 · : G×G→ G,(g1,g2) 7→ g1 ·g2.

2 −1 : G→ G,g 7→ g−1.

son diferenciables.

A.4.1 Algebras de Lie

En esta sección escribiremos los conceptos necesarios de álgebras de Lie para su uso posterior,

tanto notación y convenciones son presentadas.

Como preliminares, comenzamos con las definiciones pertinentes. Decimos que L es un álgebra

de Lie si se cumple lo siguiente:

1.- L es un espacio vectorial sobre un campo K.

2.- Existe un mapeo[, ] : L×L → L tal que∀u,v,w ∈ L y ∀K se satisface.

2a.- [u,v]=-[v,u] (Antisimetría).

2b.- [u,v+aw]=[u,v]+a[u,w] (Bilinealidad)

2c.- [u,[v,w]]+[v,[w,u]]+[w,[u,v,]]=0 (Identidad de Jacobi).

Dado que L es un espacio vectorial, existe un conjunto de vectores (generadores del álgebra)

{ê}n
i=1,...,n y que cumplen lo siguiente
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[êi , êj ] =Ci jk êk, (A.21)

a las constantesCi jk se les llama cosntantes de estructura.

Supongamos que hacemos un cambio de base, es decir, una transformación de la forma

ê′i = aimêm. (A.22)

De lo anterior se deduce

[ê′i , ê
′
j ] = aima jnCmnrê

′
r = aima jnCmnr(a

−1)rsê
′
s, (A.23)

es decir, la forma en que las constantes de estructura se transforman bajo un cambio de base es la

siguiente:

C′
i js = aima jnCmnr(a

−1)rs. (A.24)

Sea un álgebra de Lie n-dimensional, si existe un mapeo lineal ρ : L → gl(n), dondegl(n) repre-

senta todas las matricesn×n, entonces se dice queρ es una representación del álgebra L siempre

que la imgen engl(n) preserve las relaciones que definen al álgebra. En otras palabras, es equiva-

lente trabajar con los elementos del álgebra L o con una representación de la misma.

Dado queρ es un mapeo lineal, éste se puede representar por una matriz,aun más, dadas las

constantes de estructura de un álgebra éstas definen una representación del álgebra definiendo las

matricesTi de la siguiente manera

(Ad(Ti)) jk = (Ti) jk =Ci jk (A.25)

A esta representación del álgebra L se le conoce como representación adjunta. Con lo anterior-

mente discutido se define la forma de Killing como

gi j = Tr((Ad(Ti)Ad(Tj)), (A.26)
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y de (A.24) se deduce quegi j no depende de la base escogida, o bien, quegi j representa una

cantidad tensorial, más explicitamente

g′i j = aima jngmn, (A.27)

o en forma matricial

g′ = AgAT . (A.28)

Sabemos que dada una matriz simétrica X con coeficientes constantes esta puede ser diagonal-

izada mediante una matriz ortogonal U, de la forma siguiente

Xd =UXUT, (A.29)

dondeUT es la matriz transpuesta deU , Xd es la matriz cuyos elementos en la diagonal son los

eingenvectores de X y dondeU cumpleUUT =UTU = I , siendo I la matriz unidad n-dimensional.

Mas adelante estaremos trabajando con formas de Killing simétricas y con coeficientes reales de tal

manera que la discusión anterior es válida y por tanto se cumple que dadas 2 métricas de Killing de

una misma álgebra de Lie pero expresada en 2 bases distintas se tendrá que

g′d = U ′gU′T , (A.30)

gd = UgUT . (A.31)

de tal forma que usando (A.28) y (A.31) obtenemos

g′d =CgdC
T , (A.32)

donde ahoraC =U ′AUT . Dado que al diagonalizarse la matriz sus elementos son los eigenvec-

tores, entonces con ello habremos resuelto el problema de encontrar cual álgebra de Lie define cada

una de las estructuras simplécticas ya que basta con comparar el número de elementos positivos,

negativos y cero de cada forma de Killing diagonal.



Apéndice B

Formalismo de Dirac aplicado a la

acción exótica: caso Abeliano

La acción que se estudia en este apéndice es dada por

S[A,e] =
∫

1

2
ε µνλ(AI

µ∂νAλ I +ΛeI
µ∂νeλ I )dx3, (B.1)

donde,Aµ es el potencial de gauge conµ = 0,1,2 que denota las componentes de espacio-tiempo. Se

utliza la siguiente convenciónε012 =−ε012 = 1 y gµν = diag(−1,1,1). La ecuaciones de movimiento

son obtenidas de (B.1) y son

δS[A,e]
δeµ I

: ε µνρΛ∂νeρ
I = 0, (B.2)

δS[A,e]
δAµ I

: ε µνρ∂νAρ
I = 0. (B.3)

Se puede observar de (B.2)

Se realiza el análisis Hamiltoniano de la acción (B.1); parallevar a cabo esto, se realiza la des-

composición 2 + 1 y se introducen los momentos canónicos conjugados(πα
I , p

α
I ) a (AI

α ,e
I
α) dados

por

πλ
I :=

∂L

∂ ȦI
λ
=

1

2
ε0λγAγ I , (B.4)

136



Apéndice B: Formalismo de Dirac aplicado a la acción exótica: caso Abeliano 137

pλ
I :=

∂L

∂ ėI
λ
=

Λ
2

ε0λγeγ I , (B.5)

el paréntesis de Poisson entres las funcionales con las que se va a trabajar, se define como

{AI
µ(x),πν

J (y)}= δ ν
µ δ I

Jδ 2(x−y), (B.6)

{eI
µ (x), p

ν
J (y)}= δ ν

µ δ I
Jδ 2(x−y), (B.7)

se obtienen las siguientes restricciones primarias

Φ0

I := π0

I ≈ 0,

Φa
I := πa

I −
1

2
ε0abAbI ≈ 0,

φ0

I := p0

I ≈ 0,

φa
I := pa

I −
Λ
2

ε0abebI ≈ 0. (B.8)

A partir de las condiciones de consistencia sobre las restricicones primarias, se obtienen las sigu-

ientes restricciones secundarias

ψI := 2∂apa
I ≈ 0,

ΨI := 2∂aπa
I ≈ 0. (B.9)

Para esta teoría no se encuentran restricciones terciarias. De las restricciones primarias y secun-

darias, se necesita identificar cuales corresponden a las deprimera clase y cual a las de segunda

clase. Para realizar esto, se necesita calcular el rango y los vectores nulos de la siguiente matriz

de8×8 cuyas entradas estan dadas por los corchetes de Poisson entre las restricciones primarias y
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secundarias

W=




φJ
ν(y) ΦJ

ν(y) ψJ(y) ΨJ(y)

φ µ
I (x) {φ µ

I (x),φν
J (y)} {φ µ

I (x),Φν
J (y)} {φ µ

I (x),ψJ(y)} {φ µ
I (x),ΨJ(y)}

Φµ
I (x) {Φµ

I (x),φν
J (y)} {Φµ

I (x),Φν
J (y)} {Φµ

I (x),ψJ(y)} {Φµ
I (x),ΨJ(y)}

ψI (x) {ψI (x),φJ
ν(y)} {ψI (x),Φν

J (y)} {ψI (x),ψJ(y)} {ψI (x),ΨJ(y)}
ΨI (x) {ΨI (x),φν

J (y)} {ΨI (x),Φν
J (y)} {ΨI (x),ψJ(y)} {ΨI (x),ΨJ(y)}




δ 2(x−y),

(B.10)

la forma explicita de las entradas de la matriz (B.10) están dadas por

{φa
I (x),φb

J (y)} = −Λε0abηIJδ 2(x−y),

{φa
I (x),Φ

b
J(y)} = 0,

{φa
I (x),ψJ(y)} = −Λε0abηIJ∂ y

bδ 2(x−y).

{Φa
I (x),Φ

b
J(y)} = −ε0abηIJδ 2(x−y).

{Φa
I (x),ΨJ(y)} = −ε0abηIJ∂ y

bδ 2(x−y). (B.11)

La matriz (B.10) tiene rango 4 y 4 vectores nulos, esto significa que la teoría presenta cuatro re-

stricciones de primera clase y cuatro restricciones de segunda clase. Usando los vectores nulos de

(B.10) [67], se pueden identificar las cuatro constricciones de primera clase

γ 1

I = p0

I ≈ 0,

γ2

I = 2∂apa
I −∂aφa

I ≈ 0,

γ3

I = π0

I ≈ 0,

γ4

I = 2∂aπa
I −∂aΨa

I ≈ 0, (B.12)

y el rango nos permite identificar las siguientes cuatro restricciones de segunda clase

χ 1

I = pa
I −

Λ
2

ε0abebI ≈ 0,

χ2

I = πa
I −

1

2
ε0abAbI ≈ 0. (B.13)
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Los corchtes de Poisson entre las restricciones (B.12) y (B.13), que son diferentes de cero, son

{χ 1(x),χ 1(y)} = −Λε0abηIJδ 2(x−y),

{χ2(x),χ2(y)} = −ε0abηIJδ 2(x−y). (B.14)

Los corchetes de Posisson dados por (B.14) se utilizan para construir la siguiente matriz

Cab =


 −Λ 0

0 −1


ε0abηIJδ 2(x−y), (B.15)

y su inversa está dada por

[Cab]−1 =




1

Λ 1

0 1


ε0abη IJδ 2(x−y). (B.16)

Con todos estos resultados, podemos eliminar las restricciones de segunda clase mediante la

introducción de los corchetes de Dirac. Por lo tanto, los corchetes de Dirac entre dos funcionalesA

y B es expresado por

{A(x),B(y)}D = {A(x),B(y)}P−
∫

dudv{A(x),ζ a(u)}[Cab]−1(u,v){ζ b(v),B(y)}, (B.17)

donde{A(x),B(y)}P es el corchete de Poisson entre dos funcionalesA, B, ζ a(u) = (χ 1,χ2) son

las constricciones de segunda clase y[Cab]−1 está dada por (B.16). Con todos los elementos antes

mencionados, se puede construir los corchetes de Dirac de lateoría

{eI
a(x),e

J
b(y)}D =

1

Λ
ε0abη IJδ 2(x−y), (B.18)

{eI
a(x), p

b
J(y)}D =

1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y), (B.19)

{pa
I (x), p

b
J(y)}D =

Λ
4

ε0abηIJδ 2(x−y), (B.20)

{AI
a(x),A

J
b(y)}D = ε0abη IJδ 2(x−y), (B.21)

{AI
a(x),πb

J (y)}D =
1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y), (B.22)



140 Apéndice B: Formalismo de Dirac aplicado a la acción exótica: caso Abeliano

{πa
I (x),πb

J (y)}D =
1

4
ε0abηIJδ 2(x−y), (B.23)

{eI
0
(x), p0

J(y)}D = δ I
Jδ 2(x−y), (B.24)

{AI
0(x),π0

J (y)}D = δ I
Jδ 2(x−y). (B.25)

Por lo tanto, con el fin de cuantizar la teoría, se considera a las restricicones de segunda clase

(B.13) como identidades fuertes y los corchetes de Dirac se promueven a conmutadores. Vale la

pena comentar, que los corchetes de Dirac (B.18)-(B.25) sonun caso particular del caso no abeliano

reportado en [66].



Apéndice C

Fijación de la norma

A pesar de que se ha eliminado las restricciones de segunda clase, es necesario eliminar toda la

libertad de norma de la teoría. Con el fin de lograr este objetivo, tenemos que imponer condiciones

de norma. La fijación de norma se elige el de Coulomb y el temporal

Ω1 = eI
0 ≈ 0,

Ω2 = ∂ aeI
a ≈ 0,

Ω1 = AI
0 ≈ 0,

Ω2 = ∂ aAI
a ≈ 0, (C.1)
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de este modo se obtiene el conjunto completo de restricicones de segunda clase

χ 1

I = p0

I ≈ 0,

χ2

I = 2∂apa
I −∂aφa

I ≈ 0,

χ3

I = π0

I ≈ 0,

χ4

I = 2∂aπa
I −∂aΨa

I ≈ 0,

χ5

I = pa
I −

Λ
2

ε0abebI ≈ 0,

χ6

I = πa
I −

1

2
ε0abAbI ≈ 0,

χ I
7 = eI

0 ≈ 0,

χ I
8 = ∂ aeI

a,≈ 0

χ I
9

= AI
0
≈ 0,

χ I
10 = ∂ aAI

a ≈ 0. (C.2)

Ahora, con el fin de construir los corchetes de Dirac, se necesita calcular la matrizCab cuyas

entradas están dadas por los corchetes de Poisson entre las restricciones de segunda clase (C.2). La

matrizCab tiene la siguiente forma

Ci j =




0 −ΛηIJ 0 0 0 −δ J
I ∂1 0 0 0 0 0 0

ΛηIJ 0 0 0 0 −δ J
I ∂2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −δ J
I 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 δ I
J 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −δ J
I ∇2

0 0 0 0 0 0

−δ I
J∂1 −δ I

J∂2 0 0 δ I
J∇2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −δIJ 0 0 0 −δ J
I ∂1

0 0 0 0 0 0 δIJ 0 0 0 0 −δ J
I ∂2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −δ J
I 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 δ I
J 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −δ J
I ∇2

0 0 0 0 0 0 −δ I
J∂1 −δ I

J∂2 0 0 δ I
J∇2

0




δ 2(x−y),
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y su inversa está dada por

[Cab]−1 =




0 Λ−1η IJ
0 0 −Λ−1η IJ ∂2

∇2
0 0 0 0 0 0 0

−Λ−1η IJ
0 0 0 Λ−1η IJ ∂1

∇2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 δ J
I 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −δ I
J 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−Λ−1η IJ ∂2
∇2

Λ−1η IJ ∂1
∇2

0 0 0 δ J
I

1

∇2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −δ I
J

1

∇2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 η IJ
0 0 −η IJ ∂2

∇2
0

0 0 0 0 0 0 −η IJ
0 0 0 η IJ ∂1

∇2
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 δ J
I 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −δ I
J 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −η IJ ∂2
∇2

η IJ ∂1
∇2

0 0 0 δ J
I

1

∇2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −δ I
J

1

∇2
0




δ 2(x−y),

(C.3)

De esta manera, mediante el uso de la definición de los corchetes de Dirac entre dos funcionales

(B.17), obtenemos los siguientes corchetes de Dirac entre los campos

{eI
a(x), p

b
J(y)}D = δ I

J(δ b
a−

∂a∂ b

∇2
)δ (x−y), (C.4)

{eI
a(x),e

J
b(y)}D = 0, (C.5)

{pa
I (x), p

b
J(y)}D = 0, (C.6)

{AI
a(x),πb

J (y)}D = δ I
J(δ b

a−
∂a∂ b

∇2
)δ (x−y), (C.7)

{AI
a(x),A

J
b(y)}D = 0, (C.8)

{πa
I (x),πb

J (y)}D = 0. (C.9)

Podemos observar que estos corchetes coinciden con los calculados mediante el formalismo de FJ

en el capítulo 7.



Apéndice D

Formalismo de Dirac aplicado a la

acción de Bonzom-Livine: caso Abeliano

La acción que se estudia en este apéndice es dada por

SAbeliana[A,e] =

∫
2eI ∧FI [A]+

1√
| Λ |

∫
AI ∧dAI +s

√
| Λ |eI ∧deI

=
∫

ε0ab

[(
AI
0

γ
√

| Λ |
+eI

0

)
FabI +

(
AI

b

γ
√

| Λ |
+eI

b

)
ȦaI +

(
s
√

| Λ |
γ

eI
0
+AI

0

)
TabI

+

(
s
√

| Λ |
γ

eI
b+AI

b

)
ėaI

]
, (D.1)

dondeAa
µ andea

µ son el set de campos de norma valuados enU(1). Se introducen los momentos

canónicos conjugados definidos como

πλ
I :=

∂L

∂ ȦI
λ
= ε0λρ

[
1√
| Λ |γ

Aρ I +eρ I

]
, (D.2)

pλ
I :=

∂L

∂ ėI
λ
= ε0λρ

[
Aρ I +

s
√

| Λ |
γ

eρ I

]
. (D.3)

despues de realizar el análisis canónico, se obtiene el siguiente resultado: el sistema tiene cuatro

restricciones de primera clase
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γ 1 = p0

I ≈ 0,

γ2 = 2∂apa
I −∂aφa

I ≈ 0,

γ3 = π0

I ≈ 0,

γ4 = 2∂aπa
I −∂aΦa

I ≈ 0, (D.4)

y 4 restricciones de segunda clase1

χa
1I = pa

I − ε0ab[AbI +ΩebI]≈ 0,

χa
2I = πa

I − ε0ab[βAbI +ebI ]≈ 0. (D.5)

Los corchtes de Poisson entre las restricciones (D.4) y (D.5), que son diferentes de cero, son

{χa
1I (x),χb

1J(y)} = −2Ωε0abδIJδ 2(x−y),

{χa
1I (x),χb

2J(y)} = −2ε0abδIJδ 2(x−y),

{χa
2I (x),χb

2J(y)} = −2βε0abδIJδ 2(x−y). (D.6)

Los corchetes de Posisson dados por (D.6) se utilizan para construir la siguiente matriz

Cab =


 −2Ω −2

−2 −2β


ε0abδIJδ 2(x−y), (D.7)

y su inversa está dada por

[Cab]−1 =
γ2

2(s− γ2)


 β −1

−1 Ω


ε0abδ IJδ 2(x−y). (D.8)

con todos estos resultados, podemos eliminar las restricciones de segunda clase mediante la in-

troducción de los corchetes de Dirac. Por lo tanto, los corchetes de Dirac entre dos funcionalesA y

B esta expresado por

1La forma de obtener las restricciones de primera clase y segunda clase es análoga a lo que se realizo en el apéndice
A
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{A(x),B(y)}D = {A(x),B(y)}P−
∫

dudv{A(x),ζ i(u)}[Ci j ]−1(u,v){ζ j (v),B(y)}, (D.9)

donde{A(x),B(y)}P es el corchete de Poisson entre dos funcionalesA, B, ζ a(u) = (χ 1,χ2) son

las constricciones de segunda clase y[Cab]−1 está dada por (D.8). Con todos los elementos antes

mencionados, se puede construir los corchetes de Dirac de lateoría

{eI
a(x),e

J
b(y)}D =

γ
2
√

| Λ |(s− γ2)
ε0abδ IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),e

J
b(y)}D = − γ2

2(s− γ2)
ε0abδ IJδ 2(x−y),

{eI
a(x), p

b
J(y)}D =

1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y),

{pa
I (x), p

b
J(y)}D =

s
√

| Λ |
2γ

ε0abδIJδ 2(x−y),

{AI
a(x),A

J
b(y)}D =

s
√

| Λ |γ
2(s− γ2)

ε0abδ IJδ 2(x−y),

{AI
a(x),πb

J (y)}D =
1

2
δ b

a δ I
Jδ 2(x−y),

{πa
I (x),πb

J (y)}D =
β
2

ε0abδIJδ 2(x−y),

{pa
I (x),πb

J (y)}D =
1

2
ε0abδIJδ 2(x−y),

{eI
0
(x), p0

J(y)}D = δ I
Jδ 2(x−y),

{AI
0(x),π0

J (y)}D = δ I
Jδ 2(x−y), (D.10)

Por lo tanto, con el fin de cuantizar la teoría, se considera a las restricicones de segunda clase

(D.5) como identidades fuertes y los corchetes de Dirac se promueven a conmutadores. Vale la

pena comentar, que los corchetes de Dirac (D.10) son un caso particular del caso no Abeliano re-

portado en [67].



Apéndice E

Fijación de la norma

A pesar de que se ha eliminado las restricciones de segunda clase, es necesario eliminar toda la

libertad de norma de la teoría. Con el fin de lograr este objetivo, tenemos que imponer condiciones

de norma. La fijación de norma se elige el de Coulomb y el temporal, de este modo se obtiene el

conjunto completo de restricicones de segunda clase

Ω1 = eI
0
≈ 0,

Ω2 = ∂ aeI
a ≈ 0,

Ω3 = AI
0 ≈ 0

Ω4 = ∂ aAI
a ≈ 0,

Ω5 = p0

I ≈ 0,

Ω6 = 2∂apa
I −∂aχa

1I ≈ 0,

Ω7 = π0

I ≈ 0,

Ω8 = 2∂aπa
I −∂aχa

2I ≈ 0,

Ω9 = pa
I − ε0ab[AbI +ΩebI]≈ 0,

Ω10 = πa
I − ε0ab[βAbI +ebI ]≈ 0. (E.1)
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las entradas de la matrizG, esta formada por los corchetes de Poisson entre las restricciones (E.1),

la estructura de la matriz está dada por

G(x,y) =




−2Ωε0abδIJ 0 0 0 δ J
I ∂ a

x −2ε0abδIJ 0 0 0 0

0 0 −δ J
I 0 0 0 0 0 0 0

0 δ I
J 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 δ J
I ∇2

x 0 0 0 0 0

δ I
J∂ b

x 0 0 −δ I
J∇2

x 0 0 0 0 0 0

−2ε0abδIJ 0 0 0 0 −2βε0abδIJ 0 0 0 δ J
I ∂ a

x

0 0 0 0 0 0 0 −δ J
I 0 0

0 0 0 0 0 0 δ I
J 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 δ J
I ∇2

x

0 0 0 0 0 δ I
J∂ b

x 0 0 −δ I
J∇2

x 0




×δ 2(x−y). (E.2)

la inversa deG es

[G(x,y)]−1 =




ε0abδ IJ β
2θ 0 0 ε0abδ I

J
β ∂ b

x
2θ ∇2

x
0 −ε0abδ IJ 1

2θ 0 0 −ε0abδ I
J

∂ b
x

2θ ∇2
x

0

0 0 δ J
I 0 0 0 0 0 0 0

0 −δ I
J 0 0 0 0 0 0 0 0

ε0baδ J
I

β ∂ a
x

2θ ∇2
x

0 0 0 − δ J
I

∇2
x

−ε0baδ J
I

∂ a
x

2θ ∇2
x

0 0 0 0

0 0 0
δ I
J

∇2
x

0 0 0 0 0 0

−ε0abδ IJ 1

2θ 0 0 −ε0abδ I
J

∂ b
x

2θ ∇2
x

0 ε0abδ IJ Ω
2θ 0 0 ε0abδ I

J
Ω∂ b

x
2θ ∇2

x
0

0 0 0 0 0 0 0 δ J
I 0 0

0 0 0 0 0 0 −δ I
J 0 0 0

−ε0baδ J
I

∂ a
x

2θ ∇2
x

0 0 0 0 ε0baδ J
I

Ω∂ a
x

2θ ∇2
x

0 0 0 − δ J
I

∇2
x

0 0 0 0 0 0 0 0
δ I
J

∇2
x

0




×δ 2(x−y),

se define la variableθ = βΩ − 1. Despues de haber determinado la inversa deG, se procede a

construir los corchetes de Dirac, estos corchetes están dados por

{eI
a(x), p

b
J(y)}D = δ I

J(δ b
a−

∂a∂ b

∇2
)δ (x−y),

{eI
a(x),e

J
b(y)}D = 0,

{pa
I (x), p

b
J(y)}D = 0,

{AI
a(x),πb

J (y)}D = δ I
J(δ b

a−
∂a∂ b

∇2
)δ (x−y),

{AI
a(x),A

J
b(y)}D = 0,

{πa
I (x),πb

J (y)}D = 0. (E.3)
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