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Resumen

En este trabajo de tesis, se realiza el andlisis Hamiltoniknla accion exética y de la teoria de
Bonzom-Livine para gravedad en tres dimensiones. En eisimae determinan las simetrias de
las teorias y se construyen los paréntesis de Dirac. Aditrimente, se desarrolla el analisis sim-
pléctico de Faddeev-Jackiw de las teorias bajo estudimy@eenptran los paréntesis generalizados
de Faddeev-Jackiw y se demuestra la equivalencia de dietnéstpsis con los paréntesis de Dirac,
en estos casos. Finalmente, se muestra que todos los desudtacontrados por el método de Dirac
pueden obtenerse con el formalismo de Faddeev-Jackiwcséstd mas corto y practico que el de

Dirac.



Abstract

In this work, the Hamiltonian analysis for the exotic actiamd the Bonzom-Livine theory de-
scribing gravity in three dimensions is performed. We pnesige symmetries of the theories under
study and the Dirac brackets are constructed. In additipnyding the symplectic framework of
Faddeev-Jackiw all the relevant Dirac’s results are rapred; we prove that the Dirac brackets and

the generalized Faddeev-Jackiw brackets coincide with eter, and we show that the symplectic
method is more economic than Dirac’s one.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los grandes retos de la fisica actual es encontrarrtaufacion de una teoria cuantica
de la gravedad, es decir, encontrar una teoria que logrdfleasivon de Relatividad General y la
mecéanica cuantica de una manera consistente. A pesar da quecénica cuantica y la Relativi-
dad General [RG] son dificilmente compatibles debido a qereeti formulaciones conceptuales y
matematicas muy diferentes. Las pasadas dos décadas bale sidensa investigacion tedrica con
la intencion de aclarar el camino y poder asi obtener ungateaéntica de la gravitacion. Mucho
del trabajo desarrollado en esas dos décadas, ha sido @mfacantendimiento de las simetrias
gue estan presentes en una teoria singular, tanto a nigsgalZomo a nivel cuantico. Ejemplos de
teorias singulares son; la teoria de RG, el modelo estardarfthica de particulas, teoria de cuer-
das y la teoria de Yang-Mills. El estudio de las teorias sting@ es de mucha importancia, dado
gue en los casos mas interesantes, llega a presentar urteasimey relevante llamada simetria
de norma, la cual nos da una clase de equivalencia entreosdiaitos. Para el estudio a nivel
clasico y cuantico de una teoria singular, tenemos a la mafaronalismo muy poderoso llamado
el formalismo de Dirad [1=43]. Mucho de los grandes logrossgiban dado en el entendimiento de
la fisica de particulas, se debe al analisis de Dirac, pugstaos ha dado un panorama general de
cémo es la evolucion dinamica de los grados de libertad &nteel clasico como a nivel cuantico,
particularmente hablando de los grados de libertad dedaaiction electromagnética, electrodébil
y de la interaccién fuerté [4]. Por otro lado, también dediebcontexto de gravedad encontramos
grandes avances que han permitido entender clasicamesxellecion dinamica de los grados de
libertad del campo gravitacional, un ejemplo de ello se pusttontrar en la formulacion llamada

. . . 2 .
lUna teoria singular es aquella en la cual la matriz dad%ﬁ% es igual a cero.
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2 Capitulo 1: Introduccién

ADM debida a Arnowitt-Deser-Misner [[5], donde los grados dertdd son los asociados a la 3-
métrica del espacio y su momento canénicamente conjugaglta ormulacionADM uno obtiene
informacion fisica relevante como es: el campo gravitaitiene dos grados de libertad fisicos por
punto del espacio, las transformaciones de norma son kesmddrfismos y el Hamiltoniano exten-
dido es una combinacion lineal de restricciones. Sin enabhaigjuerer realizar la cuantizacién, uno
encuentra varios problemas debido a que la no linealidadashepo gravitacional se manifiesta en
las restricciones, y resolver dichas restricciones enfestaulacion, la cual es una parte importante
para cuantizar la teoria, hasta la fecha no ha sido posiple [6

Por otra parte, debido a las complicaciones que uno eneuemta formulaciéADM y tomando
en cuenta el éxito que se encuentra en las teorias de norogalanatencién de reformular la RG
como una teoria de conexiones analoga a la teoria de Yang-btldecir, una teoria donde la vari-
able de configuracién sea una conexion en vez de la 3-métreaajusa en la formulacigkDM.
Esta formulacién es conocida como Palatini [7], donde lagbkes de campo ahora son una té-
trada y una conexion (llamada conexion de espin) valuada&gebdra del grup&Q(3,1). Dichas
variables proporcionan las ecuaciones de movimiento eepoagravitacional. La formulacién de
Palatini tiene la ventaja de que ahora la RG puede verse coaigaria de conexiones, sin embargo,
al realizar el andlisis hamiltoniano uno encuentra resores de primera y segunda clase, y como
sabemos, la presencia de restricciones de segunda clds®/a@sgeneralizar el paréntesis de Pois-
son al de Dirac. Este hecho hace que dicha formulacion sess#edlado que las restricciones de
segunda clase no tienen una estructura sencilla y es pajulse inicia la busqueda de otra formu-
lacion la cudl simplifique el analisis hamiltoniano tal colmpodemos ver en las referencias[[8-19].
De esta manera, nace en los 80’s la formulaciéon de Ashtekatedahora la variable dinamica es
una conexion valuada é€1L(2,C) [8]. Una de las ventajas de la formulacion de Ashtekar, esque
elimina el término de potencial que esta presente en laaesétm Hamiltoniana de la formulacion
ADM. En efecto, las restricciones en la formulacién de Akhieson polinomiales, sin embargo, la
simplicidad de las restricciones se ve opacada debido aigha fbrmulacion describe RG com-
pleja, y si se quiere extraer los grados de libertad realB3j@ino tiene que imponer condiciones de
realidad sobre las variables del espacio fase de la teoalbe @encionar, que dichas condiciones
de realidad dificultan el tratamiento cuantico de la teofespués de los trabajos de Ashtekar,
vinieron trabajos como los de Samuel|[13], Capovilla-Dealéobson-Mason [18], donde ahora se
trabaja con la formulacién autodual de RG, sin embargo agi¢hrmulaciones siguen describiendo
RG compleja. El panorama de la formulacion Hamiltoniana @GeeR términos de una conexion

real se vio aclarado hasta los afios 90’s, cuando Barberadfi&irrolla la formulacién Hamilto-
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niana de RG empleando una conexion real valuada en el $0fR). Cabe mencionar que en la
formulacién de Barbero para RG Lorentziana la no polinofea de la restriccion Hamiltoniana se
hace nuevamente presente, para el caso de RG Euclideaeatticciones mantienen su sencillez
y estructura polinomial. Un afio mas tarde de que Barber@ptas su formulacion, Holst [17]
encuentra a nivel Lagrangiano una accién que incluye lasscABDM, Ashtekar y Barbero, dicha
accion depende de un parametro llamado parametro de Bdrbaviozi, y dependiendo de los val-
ores que tome dicho parametro se pueden obtener las difersadaciones de RG previamente
citadas.

Por otra parte, debido a las complicaciones que se encnestrdos diversos analisis Hamil-
tonianos de RG, nace la inquietud de analizar a la teoridatgcanal en dimensiones menores a
cuatro. Por ejemplo RG en tres dimensiones, esto con eivabjéd que parte de lo aprendido y
desarrollado en el caso 3D, se pueda aplicar o extender lpgascede gravedad en 4D.

Los trabajos sobre gravedad en 3D se remontan hasta alretked863, cuando Staruszkiewicz
expone que los efectos geométricos globales no trivialda &oria tridimensional de Einstein se
manifiestan alin en las circunstancias mas simples, inalayespacio-tiempos que albergan como
fuentes de curvatura a una masa puntual. Tomando la camstagmoldgica igual a cero, un es-
pacio tiempo como el descrito sera plano salvo a lo largo dindém de mundo de la particula.
Si el espacio-tiempo es estatico, facilmente pueden erarsatcoordenadas para las cuales cada
una de las secciones espaciales tenconstanteson idénticas. Esas secciones espaciales seran
planas en todos lados excepto en un punto, que es dondeastaglayticula; Staruszkiewicz, fue el
primero en exponer estos argumentos geomeétricos, mostesidjue el espacio-tiempo tridimen-
sional producido por una masa puntual se obtiene removiandgorcion (cufia) del espacio de
Minkowski e identificando puntos opuestos de la cuifia [20]s siguientes veinte afios hubo mas
trabajos sobre gravedad en 3D, sobre todo con los trabajAsﬁdwwarE, Deser, Jackiw, 't Hoof
Hy Witten [21+26]. Respecto a este punto, len [26] Witten ndogtre la accion de Palatini con un
grupo de estructur8(Q(2,1) y sin constante cosmoldgica es equivalente a la teoria dex{iemons
[CS] definida con el grupo de Poincd®0O(2,1). Por otra parte, para el caso en el cual la constante

cosmoldgica es distinta de cero, se encuentra que la acei®aldtini con un grupo de estructura

2A. Schwartz[[21] utilizo el caso Abeliano de la teoria de @RSimons para construir la funcién de particion de una
lagrangiana cuadratica degenerada y muestra que el imi&ada Ray-Singer puede interpretarse como una funcion de
particion de una funcional cuadratica degenerada.

3Los argumentos mencionados por Staruszkiewicz fueromeides por Deser, Jackiw y 't Hooft, quienes resolvieron
explicitamente las ecuaciones de campo en tres dimensionesonstante cosmoldgica igual a cero y un nimero arbi-
trario de fuentes puntuales, mostrando que la porcién quenseeve en cada particula, es proporcional a la masa de la
misma.
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SQ(2,1) es equivalente a la teoria de CS basada en el g8@®,1) si la constante cosmoldgica es
negativa, y se tiene a CS basada en el gisfX2,2) si la constante cosmolégica es posivSin
embargo, apesar de la equivalencia entre la accion derR3ldi accion de CS, se puede apreciar
una diferencia en ambas acciones. Dicha diferencia radicme en la teoria de Palatini la triada
esta restringida a ser invertible, mientras que en CS talaeén no existe. De hecho podemos
pensar que la teoria de CS es una extension de gravedad en@i2mas decir que gravedad en
3D es una version restringida de la teoria de [CS [27]. AderaBeedultado encontrado por Wit-
ten previamente comentado, también se da otro resultadortampe. Witten presenta una accion
alterna a la accion de Palatini con constante cosmologieagravedad en 3D, la denominada "ac-
cion exética" [26]. La accion exdtica es una accion que dépete la triada y de una conexion
valuada en el grup8Q(2,1). Esta reproduce las mismas ecuaciones de movimiento queitana
de Palatini con constante cosmoldgica. Sin embargo, a gesgre la accién de Palatini y la accion
exdtica comparten las mismas ecuaciones de movimientonests una condicion suficiente para
concluir que son equivalentes. En efecto, en la literatedemos encontrar varios ejemplos en
los cuales dos acciones diferentes que reproducen las sistoaciones de movimiento, no son
necesariamente equivalentes sea a nivel clasico que aniéetico. Un ejemplo muy sencillo de lo
comentado anteriormente lo podemos encontrar_€n [28] séliealiza el andlisis canénico de una
accion alterna a la accion convencional que describe el categtromagnético propuesta enl[29].
La variacién de la accién alterna conduce a las mismas emexcide Maxwell, sin embargo, al
realizar el andlisis Hamiltoniano de la accion alterna ssientra que la estructura simpléctica no
coincide con la conocida en la teoria de Maxwell. Ademasini@sia de norma y simetrias tales
como paridad, estan ausentes. En otras palabras, la therf@mano es una teoria de norma, no esin-
variante bajo paridad y el nimero de grados de libertacdbBss cuatro y no dos como corresponde
a la teoria de Maxwell.

De esta manera, a pesar de que la accion de Palatini y la a@dabdica comparten las mismas
ecuaciones de movimiento, se necesita hacer un andlisifadet de ambas acciones para saber
hasta que punto son equivalentes; cabe mencionar que [é30]28xiste un analisis de la accion
ex0tica tanto a nivel Lagrangiano como a nivel Hamiltonjasio embargo, estos analisis son par-
ciales. Es decir, el analisis Hamiltoniano realizado[en[326 esta hecho en el espacio fase re-
ducido, esto significa que solo se le asocian momentos @o¥nonjugados a aquellas variables

gue aparecen en la accién con una derivada temporal. Ebpagagar por trabajar con el espacio

4Estos modelos son teorias cuanticas de campos exactarlefles en tres dimensiones, con observables dados por
invariantes topologicos (invariantes de nudos) de la gtaddridimensional [26].
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fase reducido se ve reflejado en muchos casos en el no poderecda forma completa y correcta
de las restricciones, por ejemplo, podemos consideratieliar de Peldar [31] en el que realiza el
andlisis Hamiltoniano de la accién de Palatini en 4D. Enalmhalisis, se obtienen restricciones de
segunda y primera clase, sin embargo, al realizar el alglbnstricciones, dicha algebra no se
encuentra con la estructura correcta que las restriccibstasn tener [32], es decir, el resultado en-
tre el paréntesis de Poisson entre las restricciones denariolase, debe ser lineal en restricciones
de primera clase y cuadratico en las restricciones de sagtlage([l]. Como podemos ver, en el
articulo de Peldan esta regla de el algebra de restriccranss satisface y creemos que esto se debe
a que se trabaja en el espacio fase reducido. Debido a qu8jaarniién se trabajé para la accion
exotica en el espacio fase reducido, como parte de estgaiddeesis se realiza el analisis Hamil-
toniano siguiendo todos y cada uno de los pasos del formalileDirac, a esta forma de trabajar le
llamaremos el formalismo de Dirac estricto. El formalisnedrac estricto, tiene la ventaja de que
podemos conocer la estructura completa de las restriccideiidas en todo el espacio fase, por
otra parte, estas restricciones con estructura completidida nos ayudard a encontrar la correcta
simetria de norma definida en todo el espacio fase. El fosmaliha sido aplicado la teoria de
Stlieckelberg en dimensiones extra [33], la accién de Radati3D [34], la teoria de Chern-Simons
y Pontryagin[[35], entre muchos otros sistemas [[36—38]. $d& manera, mediante el uso del for-
malismo de Dirac estricto analizaremos a la accion exétieacpntraremos la estructura completa
de las restricciones definidas en el espacio fase compleimbi€n, discutiremos las diferencias
entre la acciéon de Palatini y la accion exdtica a nivel ctaskn particular, encontraremos que a pe-
sar de que ambas acciones comparten las mismas ecuaciomesidgento, las correspondientes
estructuras simplécticas seran diferentes y esto es wrart que a nivel cuantico las dos acciones
no seran equivalentes.

Por otra parte, ya se comentd anteriormente que la acciorold¢ ¢dntiene los casos de ADM,
Ashtekar y Barbero, dependiendo del valor que tome el pararde Barbero-Immirzi. Respecto
a este punto, cabe mencionar que también se encuentra trdéulia una accion equivalente a la
accion de Holst para el caso 3D, dicha accién se conoce corociénade Bonzom-Livine [BL]

" [89]. En efecto, la accion de BL describe un conjunto de@ws que comparten las mismas
ecuaciones de movimiento con la accién de Palatini con antestosmoldgica y la accién exadtica,
sin embargo, la accién de BL depende de un parametro tipceBattmmirzi, de hecho, si uno a
nivel Hamiltoniano fija parcialmente la norma, uno pued&c#rda accion de BL a la representacion
de Ashtekar en 30 [27]. Es decir, la accién de BL puede seitesm términos de una conexion

valuada en el grup&Q(3) y dicha conexion sera el equivalente a la conexion de Ash&k&D.
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Debido a que en los trabajas [27]39] se estudia la accién derB&l espacio fase reducido, en
este trabajo de tesis también estudiamos a la accion de Bldash formalismo de Dirac estricto.
En particular, estaremos interesados en encontrar laEcemties completas definidas en el espacio
fase, ademas compararemos los resultados obtenidos @areida de BL con los de Palatini y la
accion exética. Dicha comparaciéon es muy importante, dehidue las tres acciones comparten
las mismas ecuaciones de movimiento pero como veremosgcsmmas diferentes una de otra.

Por otra parte, a pesar de que el formalismo de Dirac estrictada una descripcion completa
del sistema bajo estudio, su implementacion es un trabagmsx y complicado. Ademas, si no
se llegan a desarrollar todos los pasos o se omite algundode lek resultados obtenidos podrian
ser no concluyentes como se puede observar en los trab&a(39[210]. Por lo tanto, debido a
estas complicaciones es necesario usar un esquema altemaed nos pudiera dar una descripcion
completa del sistema. En este sentido, existe un enfoqaeedite para estudiar candnicamente
sistemas singulares, dicho enfoque se conoce como el ismmatle Faddeev-Jackiw [FI] [41]/42].
El formalismo de FJ es un método simpléctico, donde los grdddibertad son identificados con
las variables simplécticas, dichas variables son utifiggohra construir un tensor simpléctico, y la
matriz asociada a dicho tensor, nos permitird conocerrirdoion relevante de la teoria. Cabe men-
cionar, que en el formalismo de FJ no es necesario haceiidd diisificacion de las restricciones
como lo es hecho en el formalismo de Dirac. En el esquema dedas las restricciones estan en el
mismo estatus. En adicién, con el método de FJ tambien patantificar la simetria de norma
fundamental y al identificar los corchetes generalizaddsJdestos coinciden con los paréntesis de
Dirac. Por lo tanto, toda la informacion obtenida en el métoe Dirac, puede ser obtenida usando
el formalismo de FJ, la ventaja que encontraremos en FJ,"essnomia” respecto al de Dirac. El
formalismo de FJ se ha aplicado a sistemas como teorias mamsiones extra [33], QCD [43], la
teoria de Wess-Zumino [44], super gravedad en (1+1) diroraesi[45], |la teoria de Chern-Simons
Abeliana [46], la teoria de Maxweell en 3D con un término tépiwo [4€], la teoria electromag-
nética [47], la teoria de YM [48] y varios sistemas mas [4% p8ede observar en todos los trabajos
citados anteriormente, que el formalismo de FJ es un enfelpgante y alternativo para estudiar
teorias de norma.

Debido a la explicado anteriormente, en esta tesis tamlg@éedaiza el analisis de FJ para la
accion exotica y la accion de BL. En particular, medianteriplementacion del formalismo de FJ
se reproducen los resultados encontrados en el método ale Dir

La tesis se organiza de la siguiente manera. En el Capitubof2esentan todos los elemen-

tos necesarios del formalismo de Cartan, que nos ayudarm@ibiek accién de Einstein-Hilbert
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en el formalismo de primer orden. En el capitulo 3 se preadatmideas basicas del método de
Dirac-Bergman para desarrollar el formalismo Hamiltonide sistemas singulares. En el capitulo
4 se realizara el analisis Hamiltoniano de la accién exd@it#&res dimensiones. En nuestro anali-
sis se obtendra el conjunto completo de restricciones yasifichran en primera y segunda clase,
se realizara el conteo de grados de libertad fisicos, seréallas transformaciones de norma vy al
final calcularemos los paréntesis de Dirac de esta teoriael Eapitulo 5 se realizara el analisis

Hamiltoniano de la acién propuesta por BL. En nuestro amatsibbtendra el conjunto completo de
restricciones y se clasificaran en primera y segunda claseabzara el conteo de grados de libertad
fisicos, se hallaran las transformaciones de norma y aldalalilaremos los paréntesis de Dirac. En
el capitulo 6 se presentan las ideas basicas del formalisnkd gpara estudiar sistemas singulares.
En el capitulo 7 se realizara el andlisis de FJ de la aciéncaxd&n nuestro analisis se obtendra el
conjunto completo de restricciones, se realizara el cottegrados de libertad fisicos, se hallaran
las transformaciones de norma vy al final calcularemos laSnpesis generalizados de FJ. Ademas,
demostraremos que si en el formalismo de Dirac no se fija lmagrlas restricciones de segunda
clase son eliminadas mediante los corchetes de Dirac, @gpas posible reproducir la estructura
completa de los corchetes de Dirac utilizando en FJ el esmhiconfiguracion como variables

simplécticas. Por otra parte, si en el método de Dirac @alis el andlisis fijando la norma y

construimos los correspondientes corchetes de Diracnesgpen el formalismo de FJ es posible
reproducir los resultados obtenidos en el método Dira@ pbora se trabaja utilizando las coor-

denadas de el espacio fase como variables simplécticaalnféinte, se demuestra la equivalencia
entre los corchetes de Dirac con los corchetes generafizialBJ. En el capitulo 8 se implementara
el formalismo de FJ para analizar la accion de BL y su analdggliano. En nuestro analisis repro-

duciremos los resultados obtenidos en el capitulo 5, see&maua equivalencia entre los corchetes

de Dirac y los paréntesis generalizados de FJ. En el cafitsdopresentan las conclusiones.



Capitulo 2

Relatividad General

2.1 Relatividad General en el formalismo de Einstein

La Teoria de la RG explica los fenébmenos gravitacionalesoaama manifestacion de la curvatura
del espacio-tiempo. En su formulacion original dada postein en 1915, se hace uso del aparato
matematico de la geometria de Riemann. En esta formulaeléobjeto principal es el tensor
métrico, del cual todas las propiedades geométricas datiespon deducibles [50].

El principio fisico clave tras la RG es el Principio de Eqglévecia. Para enunciar este principio
necesitamos primero definir qué entendemos por un marcdelemeia Lorentziano. Este no es
mas que la generalizacion relativista del marco de refexémercial newtoniano. Asi, umarco de
referencia Lorentziano es aquel en el que la velocidad de la luz toma su valor estantterrayos

de luz, al igual que las lineas de mundo de las particulasugédar son rectos [61]. Erincipio de
equivalenciaafirma que, en cada punto del espacio-tiempo, es siemptdgagiroducir un marco

de referencia Lorentziano local tal que en él las leyes désieaftoman la misma forma que en
Relatividad especial. Fue este principio el que motivo atein a utilizar una variedad diferenciable
como punto de partida. Unariedad diferenciable es en pocas palabras, un espacio topolégico
localmente homeomérfico @". EI homeomorfismo local nos permite introducir coordenagtas
una vecindad de un punto; éstas no son mas que una aplicattiénuea vecindad abierta de la
variedad y una vecindad abiertad&. Es claro que este mapeo es en gran medida arbitrario, salvo
por los requerimientos de continuidad y diferenciabilidadgo, existen infinitas maneras posibles
de introducir coordenadas en una vecindad de un punto derikedad. Por supuesto, ninguna
cantidad fisicamente relevante puede enterarse de algdibicaealizado en las coordenadas de
la vecindad. Esto significa que todas las cantidades coitdsdigico deben ser invariantes bajo
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el grupo de transformaciones generales de coordenadaslo Rotto, nuestra descripcion de la
variedad debe usar objetos geométricos como vectoresrésng formas diferenciales, los cuales
son independientes de las coordenadas elegidas. En la geod® Riemann, las propiedades
métricas del espacio-tiempo estan contenidas en el tendiicag,,: este provee de un medio
para calcular el producto punto entre dos vectores A y B, tdelooporA-B. Las componentes

coordenadas de este tensor correponden al producto purddanvectores de la base coordenada
Ouv =0y - 0y. (2.1)

El conocer el tensor métrico permite entre otras cosasy leacélculo del producto punto entre
dos vectores cualesquiera a travé\dB = A*BY (9, - 9, ) = A* B"gWH. Un producto punto induce
naturalmente unaorma en el espacio, lo cual justifica el nombre métricadada a este tensor.
Las propiedades métricas del espacio nos hablan de loagjtadeas, volimenes, etc. En cambio,
las propiedades invariantes de escala tales como formagulo&ncorresponden a la estructura
afin del espacig [52]. Estas se hallan contenidas en la conexion Et‘h’pv, la cual nos permite
trasladar un vector paralelamente a lo largo de una curvta tEslacion paralela, a su vez nos
permite definir una derivada covariarilg, en la variedad. Para tener una derivada necesitamos
un modo de comparar vectores en puntos cercanos de la \dri8alaembargo, esto no puede ser
hecho directamente, dado que vectores en puntos distiatespcen a espacios tangentes distintos.
Esto puede ser visto mas claramente notando que la max'riz/ax"), gue media el cambio en las
componentes de un vector bajo una transformacion genecabddenadas, es una funcion de punto.
Asi, dos vectore¥H(x) y VH¥(x+dx) enx+ dx hasta x, donde es posible compararlo ©df{x).
Esta traslacion es prescrita segun laley [52]

VA (x4 dxx) = VA (x+dx) + dX T, VY (). (2.2)

De esta manera, el vector trasladado paralelamente desdix hasta x, que denotamos por
VH" (x4 dxx), es obtenido a partir de la accion denfetriz d)&‘l’ﬁv sobre el vector en ¥V (x).
Es importante notar que la conexién afin define la nociéon alesprorte paralelo en una variedad;
dos conexiones afines distintas definiran, en general, megide transporte paralelo distintas. La

derivada covariantedeV* con respecto a la conexi@rj‘,v, denotada poDuV)‘, gueda definida a

IAqui representamos los indices griegos para la variedasidwags, v = 0,1,2, 3.
2Por un lado, la propiedad afin define la nocién de transpantaiglo, mientras que la nocion de distancia y de cémo
son medidas las distancias en la variedad son descritaa poypiedad métrica.
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través de la ecuacion

d¥'DVr = VA (x+dxx) —VA(x),
= VA(x+dxX)+d¥THVY (x) —VA(x),
= d¥'[9VA (X) + TRV (X)), (2.3)
esto es
DV = 8,V () + T, VY (X). (2.4)

Para que esta derivada transforme tensorialmente bajop gie transformaciones generales de

coordenadas, es necesario exigir que la conexiéd’%ﬁjn:ambie de acuerdo a

n OXAaxP 9x _, X 9x° 9%x*

A .
Y axy axk axv PO gxH axV dxPaxo

(2.5)

Como vemos, las componentes de la conexion afin transfodmanodo no tensorial (o inho-
mogéneo) bajo el grupo de transformaciones generales dder@mlas. En general, una variedad
admite un gran nimero de conexiones que satisfagan (2.9p g@ometria de Riemann, sin em-
bargo, y por lo tanto también en RG, una de entre todas estéexyida a partir de los requerimientos

M = Mo (2.6)
DaQuv = 0. (2.7)

La primera de estas ecuaciones expresa la anulacidardair de torsiér%
=Tk, —Th, < [DyDJf=0. (2.8)

La ecuacién[(2]7) es conocida como compatibilidad métgiaxpresa la preservacion del pro-
ducto interno entre dos vectores bajo transporte paraledtn quiere decir que la magnitud de un
vector es preservada al ser transportado paralelamehtrae también el &ngulo entre dos vec-

tores. La conexidn que cumple con estos requerimientosnesicta como conexion de Christoffel,

3f es un escalar.
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y puede ser escrita en términos del tensor métrico y susadiasven la forma

1
ri\lv = Qg)\a(‘?ugva +0vQov — 0oGpv)- (2.9

En general, la conexién es el objeto matematico que nos fgecumantificar la curvatura de una
variedad. Una de las manifestaciones de la curvatura viade por la no conmutatividad de las
derivadas covariantds,,. La medida de la falta de conmutatividad de dos derivadaare@ntesD
y Dy es dada por su conmutad@®,,,D,| = D,D, —DyD,. Usando la definiciori (214) podemos
calcular la accion del conmutador de dos derivadas covasambre un vectdf”. Esta resulta ser

Dy, DVVP =RP 5 Vo — T, DAVP, (2.10)

dondeTﬁ‘V es el tensor de torsién (el cual se anula para la conexion detéifel), y Rﬁw es

conocido como el tensor de curvatura de Riemann

Rouy = 0ul Vo — 0l g+ T, P N (2.11)

El tensor de Riemann contiene toda la informacién acerca derlvatura de la variedad. Hay
otros dos tensores que son muy Utiles y que pueden consteupartir del tensor de Riemann, uno
es el tensor de RicLl

Ruv =R upv, (2.12)

el otro es, la traza del tensor de Ricci, que puede intemgeeteomo una medida escalar de la
curvatura, y se conoce como curvatura escalar de Ricci

4La unicidad del tensor de Ricci proviene de las simetriagefedor de curvatura de Riemann. De su definicion
como conmutador de dos derivadas covariantes, es evideaf®’g,, = —R°s,,. Cuando la conexién de Christoffel
es utilizada, tenemos las swpetrias adlcllona,g&w = —Ropuv, ¥ Roopv = Ruvpa, ¥ Rpjgpy) = 0. Esto §|gn|f|ca que
el tensor de Riemann "métrico” (es decir, aquel derivad@ad®hexion de Christoffel) puede ser visualizado como una
matriz simétricaR 541 ,,), donde los pares antisimétricgso] y [v] son considerados como indices individuales. Por
lo tanto, la Gnica contraccion posible es entre el primerseglindo par de indices, estando todas las demas relagonada
con ella por un signo.
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Notemos que una variedad puede ser curva y no obstante @ tenRicci ser nulo; en cambio, si
alguna componente del tensor de Riemann es distinta deastoondica inequivocamente la pres-
encia de curvatura. A modo de ejemplo, consideremos unaadeaadio a, la cual parametrizamos

con los angulo® y ¢ de las coordenadas esféricas. La métrica en este espacio es

ds’ = a*(d6? +sir? 6d¢?). (2.14)

Las Unicas componentes no nulas de la conexién de Christofie

B cosf

= =5 (2.15)

rg,=—sindcosd,  Th, =Ty

en tanto que una componente representativa del tensor deaRie(todas las demas pueden

obtenerse a partir de ella por simetrias) es

ROy = asin’ 6. (2.16)

Esta componente no nula es un reflejo de la curvatura de laesf curvatura escalar de Ricci
esR= % Su signo corresponde a nuestra concepcion intuitiva deigaessfera tiene curvatura
"positiva". Notemos también que, a medida gue o, la curvatura escalar de Ricci se hace cada
vez mas pequefia. Esto también se corresponde con nuestia imbgitiva de que una esfera de
radio muy grande se ve localmente casi plana: nuestro ppigieta es el mejor ejemplo.

De acuerdo a Einstein, la distribucion de materia y energé eniverso determinan la geometria
de éste. Citando a Misner, Thorne y Wheeler [51], podemos dee el espacio actia sobre la
materia, diciéndole como moverse. A su vez, la materia reaacsobre el espacio, diciéndole
como curvarse Es decir, la teoria de la gravitaciéon de Einstein se puedeamo una teoria
geomeétrica con dinamica o geometrodinamica.

Las ecuaciones de campo de Einstein nos proveen del vingami@ativo entre materia y geometria.
Ellas pueden ser obtenidas a partir de un principio vanetj@aunque no fue éste el método usado
por Einstein mismo para deducirlas. En noviembre de 1915) foena casi simultanea con el
articulo definitivo de Einstein, el matematico aleman Daiitbert propuso un funcional de accion
que permite deducir las ecuaciones de campo. Estazesidn de Einstein-Hilbert [50]
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= /d“X\/—_gR (2.17)

dondeg = det(g,v) es el determinante del tensor métrico. Si adoptamos el pmtasta de
Einstein, entonces la métrica es el Unico campo fundamgmstia accion resulta ser un funcional
de la métrica y sus derivadas. Ademas, el lagranglgho= ,/—gR es una densidad tensorial
de peso+t1, de modo que la accidn es invariante bajo transformacioeeergles de coordenadas.
De todos los escalares de curvatura (ejempRaR) Ry, RiyRhg, etc.) que pueden formarse en
cuatro dimensiones, Hilbert eligi6é la curvatura escalaRizi "R", dado que es el Gnico lineal
en la segunda derivada @dg, y nos provee ecuaciones de segundo orden para la |Hét|1t‘da
requerimiento de que esta accion sea estacionaria freragaciones infinitesimaledg,, en la

métrica nos conduce a lasuaciones de campo de Einsteifen el vacio)

1

Hasta aqui vemos que la RG, esta formulada usando tensoriéeseen bases coordenadas y la
conexion de Christoffel. Fue necesario poner el tensorrd@tidénticamente igual a cero, lo cual
fue hecho sin mas justificacion que la de poder obtener urex@mafin en términos de la métrica.
Esto equivale a reducir las caracteristicas afines de uriesparopiedades puramente métricas.
En general, paralelismo y metricidad pueden ser considereaimo nociones independientes| [52].
Asi, resulta interesante buscar una formulacién de RG edadesta independencia sea tomada en
cuenta. Este formalismo existe, y es conocido como métodalddini. En las secciones siguientes

veremos este enfoque, este nos permite escribir RG en @smatétradas y conexiones.

2.2 ElVielbeiny el grupo de Lorentz

Consideremos el espacio-tiempo como una variedad suava&ngional, denotada por M. Para

cada puntox € M existe un espacio tangente D-dimensional plagd_orentziano, con signatura

SPara obtener una ecuacién diferencial de segundo orden Wa®) en los potenciales gravitatorids,, =
Rvu — 20vuR tiene que ser lineal en el tensor de Riemann. Contraccioeletpd R;,R,° 6 R“p,\GRVP)‘U darian
lugar a ecuaciones diferenciales de orden mas alto que 2988 &l fisico hiingaro Cornelius Lanczos (1893-1977)
demostré que la variacion del Lagrangiano de Gauss-Bofinet, /g(R? — 4R,y RHY + Ruvpa RHVPA) | también da lu-
gar a ecuaciones diferenciales de segundo orden. Sin emmrguatro dimensiones el término de Gauss-Bonnet es
un termino topoloégico (es la caracteristica de Euler coaeinsional) y por lo tanto no contribuye a las ecuaciones de
movimiento. La accion que considerd Lanczos si contribugedinamica en 5 o mas dimensiones.
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(—,+,...,+). Este espacio tangerifg es una buena aproximacion de la variedad M en un conjunto
abierto de el entorno de x. Esto quiere decir que hay una fden@presentar los tensores de M
mediante tensores &R, y viceversa. La relacion precisa entre los espacios deremgn My en
Ty es un isomorfismo representado por medio de un mapeo &ijg2].

El isomorfismo entre M y la colecciofily} puede realizarse mediante una transformacioén entre
alguna base coordenada ortonormal de coorderdasel espacio de MinkowsRi, y un sistema
local de coordenadaé' en una vecindad abierta de x, el cual se puede realizar cotremkforma-

cion

07 |

W — eu . (219)
Esto es suficiente para definir su accion sobre un conjuntgletonde vectores tal como la

separacion de coordenaddg’ entre dos puntos infinitesimalmente cercanos en M. La seipara

correspondientdZ enT, esta expresada como
dZ =e,' (x)dx. (2.20)

La familia {e,',I =1,...,D = dimM} define un sistema ortonormal local en M, tambien llamado "
forma de soldadura ", " marco movil " o simplemente " vielge‘in La definicion [2.2D) implica
que e“' se transforma como un vector covariante bajo difeomorfisemo$1 y como un vector
contravariante bajo rotaciones de Lorentz localeg,deSe tiene una correspondencia uno a uno
entre vectores y se puede extender a tensores en MTy. €8i [] €s un tensor con componentes

Mttt (x) en M, entonces los tensores correspondietes en el espagentaTy son
P2-ln(x) = €, (X) - - &, M (K0 ). (2.21)

La métrica Lorentziana definida en el espacio de Minkowslddeuusarse para inducir una
métrica en M a través del isomorfisneg'. La longitud de arco e, ds* = n,;dZ2dZ, puede

también expresarse comg e“' e, dx*dx’, donde la métrica en M es identificada como
Guv = &' (X)ev” (X) M. (2:22)

Aqui e,'(x) determina la métrica, asi como todas las propiedades de tiicandel espacio-

6La ecuacion(2.20) recibe el nombre de 1-forma vielbeinalalpra vielbien proviene del aleman y significa "muchas
piernas". En cuatro dimensiones es llamado vierbein, lbaareesponde a "cuatro piernas".
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tiempo estan contenidas en el vielbein. Lo contrario, sibaqo, no es cierto; dada una métrica
guv , existe una infinidad de maneras de elegir el vielbein cporediente a diferentes elecciones
de un sistema local ortonormal que puede usarse como baselpgspacio tangente de vectores
al puntoT,. Podemos rotar el vielbien por una transformacion de Largrdsta transformacién

no tendria alguna influencia desde el punto de vista de ladadi Bajo una transformacion de

Lorentz, el vielbien se transforma como
e, =€) =N'e), (2.23)

donde la matriz\(x) € SOQD —1,1).
De esta forma, la e€.(2.22) viene dada por

e/ule/erIIJ :euKevL(/\Kl/\LJ)> (2.24)

donde vemos que la €c.(2124) se satisface si se cumple laidond

A AL G = N (2.25)

La métricagyy (X) claramente permanece sin cambios por esta transformaesémquiere decir,
gue en particular hay muchos mas componenteﬁ,bque engyy. De hecho, el vielbien tiend?
componentes independientes, mientras que la métricagﬂ%ﬁf@.

La coleccidn de espacios tangentes para cada punto de égladrilefine el grupo de simetrias
del espacio tangente para cada punto de M, dotando de eseant@dariedad con una estructura
denominada haz fibraﬁoCon el fin de definir un operador de derivada en la variedagcanexion
es requerida de manera que la estructura diferencial pegeanvariante bajo la ley transforma-
ciones de Lorentz locales que actian de forma independ@gntada punto del espacio-tiempo.
Esta conexién es la conexién de Lorentz, también llancad&xion de espiren la literatura, pero
el término conexién de Lorentz es mas apropiado. La paladptnees debido al hecho de que
A“'J surge de forma natural en la discusion de espinores, guallava representacion especial del
grupo de rotaciones en el espacio tangente [52].

El grupoSQ(D —1,1) actua de forma independientemente en los tensores de kqrarat cada

puntoTy. Esto se debe a que las matrideson funciones de x. Para poder definir una derivada

"Un haz fibrado es un espacio topoldgico que localmente seme ebproducto directo de dos espacios topoldgicos.
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de un tensorp' en Ty, uno esperaria tener una definicion Dg' que sea un tensor del mismo
rango y naturaleza qu@'. Esto es lo que ocurre en todas las teorias de norma: unodiene
introducir una conexién con el fin de compensar el hecho debgripo de norma actta de forma
independiente en los puntos cercanos. En este caso, el clmmmyma es la conexion de Lorentz,
A,'. Supongamos que el camgb(x) se transforma bajo el grupo de Loren&)(D —1,1), la

derivada covariante es
D¢ = d,¢' (x) + A5, (%), (2.26)

se define de modo que se transforme como un vector de LoremtzEesio requiere que bajo la

transformacion de rotacid®Q(D —1,1), Ak (x), la conexién se transforme como [52]
Agu(x) = A3 = Ak A (AR L (X) + AL (X)uASE (%), (2.27)

dondeA;t = niznktA'k es la inversa dé\’,. La conexionA';, define el transporte paralelo de
el tensor de Lorentz en el espacio tangente, entre dos pprdgsnos T, y Ty, 4x. El transporte

paralelo del campo vectorigl dex+dxax, es un vectorpH' (x), definido como

@ (x+dx) +dFA 5, ¢ (%),
= @0+ D00 () +A 5@’ (X)),
= ¢'(X)+d¥'Dyu¢@ (x). (2.28)

@

La derivada covariant®,, mide el cambio en el tensor producido por el transporte glarahtre

puntos proximos

d¥'Dy = @'(x)—¢'(x),
= d¥[y+A 307 (¥)]. (2.29)

De esta manera, las propiedades afines de espacio se eanu@antos componente!‘éju, gue son
totalmente arbitrarios e independiente de la métrica. fodesncontrar cierta similitud entre la
nocion de paralelismo dada én (2.29) y para los vectoresagraponentes son dados en una base
coordenada. Estas dos definiciones son independienteseyseqgefieren a objetos en diferentes
espacios, pero podrian estar relacionados via el isomarfisoal entre la base de la variedad y el

espacio tangente, proporcionada p,dr.
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2.3 Grupo SO(D-1,1) y tensores invariantes

El grupoSQD —1,1) tiene dos tensores invariantes, la métrica de Minkowsii, y el tensor
de Levi-Civita totalmente antisimétrica,,,|,. EStos tensores estan definidos por la estructura
algebraica del grupo de Lorentz y por lo tanto, son los misemsada espacio tangente. Conse-
cuentemente, éstos deben ser constantes a través de tmgdfiedn; = 0 = dg,),...,. Ademas,
como son invariantes deben también ser constantes caesmiante

dni; =Dniy =0, (2.30)
d(E|1|2m|D = Dé:'|1|2m|D =0. (231)

donde
Dy = dmiy — Ak — AX k3. (2.32)

Esto implica que la conexién de espin satisface las sigesadentidades

Mk A5 = —nkaAs, (2.33)

6:"]1|24“|D/A\‘]1|1 + £|1\11...|D)°\’]2|2 4+ E|1|ZMJDAJD|D =0. (234)

Notemos que la relacioh (2.134) restringe a la conexion dimesper antisimétrica en sus indices

de LorentzAj; = —Ay.

2.4 Ecuaciones de estructura: Curvatura y Torsiéon

Se define I2-forma de torsion T' como la derivada covariante de la 1-forma vielbein,

T'=D€e =dd +A';¢, (2.35)

la cual involucra tanto el vielbein como a la conexion de rs@onsideremos ahora la derivada

exterior covariante de la 2-forma de torsién

DT' = DD€ = d(De) + A';De’, (2.36)
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después de un simple calculo se muestra que
DT' = (dA} + A'cA¥)€, (2.37)
donde el factor entre paréntesis es definido con®ftama de curvatura
Ry =dA;+A AKX, (2.38)

Las ecuaciones (Z2.B5) i (2138) definiendo la 2-forma de ¢turaay la 2-forma de torsién, re-
spectivamente, son llamadas ecuaciones de estructurdodelmjue éstas describen la estructura
geomeétrica de la variedad M. Es directo ver que estas 2-fosaigsfacen las siguientes identidades

de Bianchi

DT' = R,€, (2.39)
DR; = o. (2.40)

La eleccion de los nombres torsion y curvatura @anaR'; tienen su justificacion, y se puede ver
de la siguiente manera. Escribamos las ecuaci@nes (2.2538) en términos de sus componentes

en la base coordenada,, }

1

T = ZTL'WdX“/\dX", (2.41)
1
R, = ER'Jde“Adx", (2.42)
donde
T'yw = Dué,—Dye, =dyue, —dve, +A e, —Aye), (2.43)
Row = A3y — A 5, + A ANy — Al Ay, (2.44)

Luego haciendo uso de la matriz de cambio de tﬁsy su inversagl,, es posible escribir lo

siguiente

T™*W = T, (2.45)
Rmyw = eeyR b (2.46)

De esta manera, podemos encontrar una relacion entre estgsmentes con la definicion mas

familiar de los tensores de torsion y curvatura del caloehsdrial, dados por
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En efecto, comparandb (2146) cén (2.48) vemos que la ideatifin

M =6 (08, +A'ye), (2.49)

nos permite igualar el tensor de torsFﬁHw con las componentes de la base coorderd@ja
de la 2-forma torsioir'. Ademas, si reemplazamads (2.49) en la expresion del teesourdatura
(2.48), es posible mostrar que dicho tensor correspondeta@rante a las componenetes coorde-
nadas de la 2-forma curvatury.

Es interesante notar que la expresion (2.49) se puedehiessrila forma

Ope, = due, +Alyue) —T¥ ek = 0. (2.50)

es decir, la identificacion (2.49) equivale a exigir la anidla de la derivada covariante del vielbein.

2.5 Accion de Palatini

Habiendo introducido los objetos geométricos con los quearoos para describir localmente
la geometria del espacio-tiempo, pasamos ahora a esarilpirincipio de accién que nos permita
escribir RG en términos de tétradas y conexiones. La ac&dBimstein-Hilbert[(2.1]7) en cuatro

dimensiones puede ser escrita en términos de estos cammuikasgente comd [6]
1
S<4)p = Z/EUKLRUEKEL, (2.51)

La accion[(2.511) se conoce en la literatura como la accioratiRi.

Aqui la conexién de espin aparece a través de la curv&draen tanto que el vierbein entra
explicitamente. Debemos recordar que la coneatransforma de modo no tensorial bajo trans-
formaciones locales de Lorentz, de manera que su inclusida a&ccidon debe siempre hacerse en
combinaciones que resulten tensoriales, como ocurrdRonPara comprobar la equivalencia de
(2.51) con la accién de Einstein-Hilbert (2117) s6lo hadfascribir explicitamente las bases de

formas diferenciales en la curvatura y el vierbein. Asi

£|JK|_R'JeKe" = E|‘]K|_RIF;]UEﬁethdeUdX“dXV. (252)
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Usando el vierbein para transformar los indices latinosadeutvatura en indices griegos (es
decir, escribiendo sus componentes sobre la base ortohemaen términos de sus componentes

sobre la base coordenagld, }, obtenemos
ek R e = gk REb el el e e ddxdxt dx’, (2.53)
usando el siguiente resultado [6]
E1IKLELE €L €) = Er pvdet(€])) = V=0, (2.54)

donde [(Z.54) se sigue de tomar el determinante en ambos dl@dkasrelaciéne'“q],m;. = Ouv-
Luego

ek RV e = /=g i Rse AP dx?dxtdx’, (2.55)
Por otro lado, es claro que
dXPdxX’dxHdx’ = eP7HVdxX’dXdxdx® = ePTHVdx, (2.56)
de donde

gok RIeed = \/—_QEKAungf}Epa“"d‘lX,,
= V=08 Reod'x
= 2v/=05¢; Rood"x
_= 44/_9F£gd4x’
= 4,/—gRd'x. (2.57)

Es decir

i/EIJKLRlJeKeL :/ Vv—gRd'x. (2.58)

Este céalculo muestra la relacién entre la acciéon de Einstédbert y la acciéon de Palatini (Z.17).

2.6 Ecuaciones de movimiento de la accion de Palatini

Para obtener las ecuaciones de movimiento debemos rdalizaiacion de la accion suponiendo

quede y AY son variaciones infinitesimales, asi se tiene que
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55, — /s.m (BRVEKe + RIseke + RV e,
= /SIJKL 5R'JeKeL—|—2R'JeK5eL) (259)

A continuacion, se expresER"” en funcién dedAY. De la definicion de la 2-forma de curvatura

podemos escribir

ORY = 5(dAY +AlAY),
= OAY+ A KAV + A oA,
= D(6AV). (2.60)

Asi

/8|JKL(5RIJ)GKGL = /8|JKLD(5AIJ)GKGL,
= /E|JKLD(5AIJeKeL)—/E|JKL( SAY)D(ee"). (2.61)

usando[(2.31) y el hecho de el primer término[de (2.61) cporede a un término de frontera y
puede despreciarse exigiendo que la variacion de la canékiGe anule en la frontera del espacio-
tiempo. Podemos escribir la éc.(2.61) de la siguiente forma

/£|JK|_(5R'J)eKe'-:/d(EUKLéA”eKe'—)—/EUKLéA’JD(eKeL). (262)

De esta manera, la expresion anterior se puede escribir gunddulo término de borde)

/SIJKL(5RIJ)9K9L = —/ElJKL(CSAU)D(eKeL)y
= —2/£|JK|_(5A'J)DeKeL

— 9 / £ (AN TRE (2.63)

Consideremos ahora el segundo término de la intégrall (2.59)
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/8|JKLRIJ5(GI<GL) :2/S|JK|_RIJ(5GK)GL. (264)

Reemplazandd (2.63)y (2164) én (2.59), tenemos(@%ey = 0) implica lo siguiente

—2/£|JKL(5AIJ)TKEL+2/E|JKLRIJ(5EK)QL =0. (265)

Como las variable8A y 5&X son arbitrarias e independientes, tenemos que

8|JKLRIJGK = 0, (266)
£|JK|_TKe'- = 0. (267)

La primera de estas ecuaciones es equivalente a las ecemciertampo de Einstein (2118). La

segunda ecuacién expresa la anulacién de la torsion,
T'=dé +A'ye! =0, (2.68)

la cual se puede resolver para la conexcion de eshiny asi ésta es escrita en funcion del

vierbein y sus derivadas.

2.6.1 Grupo de Poincaré
Uno de los ejemplos més simples de una teoria de norma paexigh es obtenida considerando
al grupo de Poincaré. Los generadores de dicho grupo vieqmeasados por

-T—I_: (P|,J|J), (269)

dondeP, corresponde a los generadores de traslaciodgs=y —J; son los generadores del grupo
de Lorentz. Los generadores del grupo de Poincaré satiséd@dgebra de Lie:



Capitulo 2: Relatividad General 23

[JIJ Jkel = Nkadic — nkadac+ nuadki — nuldka, (2.70)
[JU,PK = NP —nikPy, (2.71)
[P.,PJ _ o (2.72)

En este caso la teoria tiene dos campos de norma, la con®Xigrel vielbein€e' . Por otra parte, al
definir un nueva conexié?, como funcion de{€', AV}, esta puede ser escrita como la 1-forma de

conexién [53]

o 1
A=AT =P+ §A"]J|J. (2.73)

Andalogamente es posible escribir la 2-forma intensidachd®oo asociada a la 1-forma de conex-

i6n A como

F = du+422 (2.74)
= 1
F = FITl—:TIR—i—ERI‘]Ju. (2.75)

Es importante notar que en este contexto, la torsién epmaetada como la intensidad de campo
relacionada a las traslaciones y que la curvatura estaaedata con la intensidad de campo de
las transformaciones de Lorentz. Notemos ademas que lasséxpes explicitas para la torsion
y la curvatura dadas en términos de los potenciales de namalzenidas como una consecuen-
cia directa de las relaciones de conmutacién del algebreodedté. Este formalismo muestra
explicitamente, la estrecha relacién existente entrettacsara geométrica de la variedad y la es-
tructura algebraica del grupo de simetria fundamental [Bdf otra parte, si deseamos saber como
transforma la 1-forma conexiéti bajo el grupo de Poincaré, es necesario recordar que la ley de

transformacion depende de como sea exponenciado el grapda 8xponenciacion

U=e?=eg?T, (2.76)

Sabemos que para conservar la invariancia de la teoriapgsedééinir una derivada covariante,
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donde la derivada covariante "D" actla sobre un elemimtel algebra como

DA =dA + [, A], (2.77)
dondel transforma bajo el grupo como
A— A =UAU ' +Uudu, (2.78)

Luego haciendo uso de la ecuacibn (2.76) es posible mostear q

A =A4dA + [91)\] (2.79)

de modo que la 1-forma de conexidn transforma como

oA =DA. (2.80)
Consideremos ahora el parametro de la transformacionakselpuede escribir como
15 5l 1.1
A = ATi=A IP|+§)\ N,
1
= )\IP|—|—§)\IJJ|J. (281)

Luego, si introducimos (2.81) y usando la derivada covégiatada por la ecuacion (Z]77) en
(2.80), del lado derecho de (Z2180) se tiene

oA = (d)\'+A'J)\J+e|<)\K')P|—|—é(d)\”+A'K)\KJ—|—AJK/\'K)J|J
= (D)\I—I—Q()\KI)B—F%D)\IJJU. (282)

Del lado izquierdo de la ecuacidn (2180), obtenemos lasigaiexpresion a partir de (2173)

oA = 6€e'P + %5A'JJ|J, (2.83)

comparandd(2.82) ¥ (2.83), podemos observar que las campese’ y AV tienen las siguientes
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leyes de transformacién

5 = DA'4+eAK, (2.84)
SAY = dAN L AT L AT (2.85)

De manera que bajo traslaciones se tiene que

5¢ = DA, (2.86)
SAY = 0, (2.87)
y bajo rotaciones de Lorentz
I Kl
oe = eA™, (2.88)
SAY = DAY, (2.89)

El siguiente paso consiste en estudiar la invariancia dedema de Palatini bajo las leyes de
transformacion encontradas para el grupo de Poincaré.vhdancia de una acciéon gravitacional
bajo algun grupo de simetria permitiria describir gravestado una teoria de norma. No obstante,
veremos a continuacién que la accién de EH 4-dimensionad myvariante bajo traslaciones locales
de Poincaré [53][[54].

Ahora veremos si la accion de Palatini en 4D es invariantelbajtransformaciones (2]87)-(2.89).

La accion de Palatini en cuatro dimensiones esta expresada p
S<4)p = /EUKLRUGKGL, (290)

€es, por construccion, invariante bajo transformacionegigdes de coordenadas y bajo transforma-
ciones de Lorentz. Sin embargo, mostraremos a continuggciéresta accion no es invariante bajo

traslaciones locales de Poincaré. Consideremos la v@miae la accion (2.90)

&pSYp = 5/5IJKLRUeKeLa
= /d(£|JK|_6A'JeKe'-)—2/£|JK|_5A'JTKe'-—|—/£|JK|_R'“"5eKe'-. (291)

dondedip = Araslaciones-locales-de—Poincaré-
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Luego, puesto que bajo traslaciones locales de Poincavierbkin y la conexion transforman
como

5¢ = DA,
SAY = 0,

tenemos que

&pSYp = 2/8|JKLRIJ9KD)\L,
= Z/D(EUKLRIJQK)\L)—|—2/E|JKLRIJTK)\L, (292)

donde hemos hecho uso de la identidad de BiaB&h = 0. Luego, salvo términos de borde,

tenemos que

5(|p5<4)p = 2/S|JK|_RIJTKAL #0. (2.93)

No obstante,T' no es invariante bajo traslaciones locales de Poincaré. féoees posible

mostrar que

OT' = 5(De') =D(3€') =DDA' =RYA; % 0. (2.94)

Podemos observar que la accién de Palatini en 4D no es intedgate traslaciones locales de
Poincaré.
Para concluir con esta seccion, se analiza la invariandamabeion de Palatini en 3D dimensiones

bajo traslaciones locales de Poincaré. Bajo traslaciauedds de Poincaré se tiene
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5[|P$3) = 5/5|JKRU9K,
/£|JK(5RIJ)9K—|—/E|JKRIJ59K,

_ /aJKd(éA"]eK)—/£|JK5A'JDGK+/S|JKR'J5eK,

= /EUKRUD)\K. (295)

lo cual se puede reescribir como

dlpép /ElJKd (RIAK +/5IJKDRIJ)\K (2.96)

Luego, salvo un término de frontera y haciendo uso de laiihte BianchDR" = 0, se muestra

finalmente la invarianza de la accién 3-dimensional bagldciones locales de Poincaré,

aipSy =0. (2.97)

Puesto que dicha accion es, por construccion, invariarjtetl@Ensformaciones de Lorentz se
tiene que en 3 dimensiones es posible escribir una accidngpavedad invariante bajo el grupo de

Poincaré.



Capitulo 3

Algoritmo de Dirac-Bergmann

3.1 Sistemas singulares clasicos

En este capitulo se explicara el concepto de singularidasl flmmalismo Lagrangiano. Tam-
bién, se introducen algunas nociones basicas, tales camedaicciones que emergen debido a la
singularidad en la Hessiana y la definicion del momento daa6omenzaremos nuestro analisis
de sistemas con constricciones utilizando el pricipio deimm accién. De acuerdo con el princi-
pio de minima accion, un sistema fisico puede ser descritaipe funcién L que depende de las

posiciones y velocidades

L =L(q(t),q(t)). (3.1)

La abreviaciony(t) y §(t) representa el conjunto de todas las posiciaigs= {q (t)} y velocidades
q(t) = {g'(t)}, coni =1,...,N. El movimiento real del sistema clasico entre dos puntosslaes
aguel gue hace que la acciéon

to
A= [ diLa.q). ©2)

sea estacionaria bajo variaciones infinitesimalgst) [55] . Suponiendo que los puntos iniciales
y finales son fijos durante la variacion, i.6d (t;) = &q (t;) = 0, se obtienen las ecuaciones de

movimiento para la trayectoria clasica

oL daL

e (3.3)

28
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Las ecuaciones de movimienf®.3]) pueden ser reescritas como

g oL L oo

Yoa0g ~ aq Y agiaq

(3.4)

Al escribir las ecuaciones de movimiento de esta maneramos observar que las aceleraciones
g pueden ser expresedas de forma Unica por las posicineks velocidades| ‘si y sélo si la
matriz Hessiana

%L
Hi = Gaag (3.5)

es invertible. En otras palabras, su determinante no deluese

detH; # 0. (3.6)

3.2 Restricciones primarias

Ya que estamos interesados en la formulacion Hamiltoniania teoria, tenemos que llevar a

cabo la transformacién de Legendre de la Lagrangiana. Elentmtandnico esta definido como

P=Je @)

En el caso de que el determinante de la Hess[ar&) sea cero, algunas de las aceleraciones no
podran ser determinadas a partir de las velocidades y posgi Esto significa, que algunas de las
variables no son del todo independientes, como conse@yatiun sistema singular no podemos
despejar todas las velocidades en funcién de los momené&sspokiciones [55]. Esto da lugar a la

existencia deR relaciones entre las posiciones y los momentos

@(q,p) =0, r=1,..,R. (3.8)

En particular, si se tieneR’ ecuaciones independientes de la forf@a), implica queR’ p's
no se pueden escribir en términos ded&s Por lo tanto, el rango dé8.5) es(N — R}, Estas

IN es el nimero de grados de libertad del sistema, dbade...,N.
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condiciones(3.8)), que obviamente, no se obtubieron de las ecuaciones de matamse llaman
restriciones primarias. Estas restriciones primariashéierten de la estructura de la Lagrangiana
y de la definicién de los moment@8.7). La constricioneg3.8]), obtenidas mediante la deficicion
de los momentos, no son necesariamente independientels, guae en generadR’ < R. Por otra
parte, debemos asegurarnos de haber encontrado todasttasi@nes primarias. La manera para
hacerlo es mediante el calculo de el rango de la matriz Hesdib— R’, dondeR’ es el nimero
de restricciones primarias independientes que se esp&eulebe tener en cuenta, que ¢ass,
restricciones independientes, no tienen por qué venirsddidactamente dé (3.7) como kass, si no
gue pueden presentarse como combinaciones lineales déikisteas. Por lo tanto se deben calcular
los vectores nulos de matriz Hessiana, los cuales, por définiforman una base de la nulidad de
Huv. Asi, siVy, son los vectores nullgs(con V,{ sus componentes),  son las restricciones

primarias encontradas, entonces las restricciones pamiadependientes estan dadas por

Oy =V gy (3.9)

Por simplicidad, se supone que el rango de la matriz Hesdiand', es constante en el espacio
(9,9), de modo que el nimero de restricciones primaRaso varia, y que las ecuacionéss)

definen una subvaried&iN — R’ en el espacio fase.

3.3 Ecuaciones débiles y fuertes

Se define el concepto de igual débil, el cual se representalmbolo "~ ". Dos funciones F
y G, se dicen débilmente iguales, silo son en la subvariedfwida por las restricciones primarias,

@ = 0, lo cual se escribe como
F~G. (3.10)

En particular,@, i.e. el valor niUmerico de las restricciones es cero, aunguee anula idéntica-
mente en todo el espacio fase, por lo que su paréntesis deR@is tiene por qué ser cero. Se
debe tener en cuenta, que para utilizar estas expresiairesr@ se debe realizar la operacion del
paréntesis y al final ocupar las restricciories [55].

Una manera formal de definir ecuaciones débiles y fuertda,sguiente:

_ 2E| espacio nulo o nulidad de una matWi#;, es el conjunto de vectoraéﬁ linealmente independientes, tales que,
ViWij =0, k=1,...,K. Donde K es la dimensi6n del espacio nulo.
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Definicion: Una funcional F del espacio fase, es débilmente igual g sero

F~0 — Fls,=0, (3.11)

dondey, es la subvariedad definida por las restricciones primgBia. Por otra parte, se dice
fuertemenete igual a cero si,

JoF OF

con (g—;, S—E> |s,= 0, el conjunto formado por todas las derivadas parciales dmFespecto a

las variables canodnicas, evaluadasen

Para finalizar esta seccion, podemos observar, que un&fugee es débilmente cero puede ser
escrita como una combinacion lineal de restricciones@=.0 < G =d' @, cong" alguna funcién
del espacio fasé [55].

3.4 Condiciones sobre las funciones de restriccion

Existe una ambiguedad en la forma de representar una sigpeldida por(3.8). Por lo tanto
se necesita imponer condiciones en la eleccion de las fueeip, que representan la superfi-
cie de restricciones primarias, para que sean consisteotesl formalismo hamiltoniano. A és-
tas condiciones se les conoce coroondiciones de regularidadLo comentado anteriormente se
puede entender mejor de la siguiente manera, uno espetgridaga una restriccion de la forma
fr := @ (g, p) ~ 0, o cualquier funcién de esta, por ejempfd, /T, etc. sigua siendo cero en la
subvariedad definida pag y por lo tanto sigan siendo restricciones. Sin embargo, paeaestas
funciones definan una subvariedad de dimenRéconstante, es necesario que el rango de la matriz
jacobianal[5b]

_ (@, k)

ERPTICIRTNN (3.13)
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sea constante e iguBl. Por ejemplo, para el caso en que se teffgg no forman una variedad de
dimensionR’, lo cual puede mostrarge/erlflcando gue el rango de la matriz jacobiana ya n@’es
Por lo tanto, resulta natural imponer la condicién de quedssiccionesy., al formar una subvar-
iedad, el rango dé€3.10) sea constante e igualR{, conR’ el nimero de restricciones independi-
entes. La subvariedad de dimensithh— R’ que definen las restricciongs = 0 puede ser cubierta
por conjuntos abiertos, en cada uno de los cuales puedeficai@d® localmente en restricciones
independienteg), = 0 con (r/ =1,...,R’) tales qu ({q;'}'"{p}g tiene rangaR’, y las dependientes,
@ =0 con ([’ =R’ +1,...,R), que satisfacen como consecuencia las primeras. La condiei

regularidad juega un papel importante en la construccitfodmalimso Hamiltoniano.

3.5 El Hamiltoniano canoénico

La transicion a la formulacién de la mecanica Hamiltoniasalada por la transformacion de
Legendre

H(q(t), p(t) = pi®)d (t) — L(a(t), d (1)) (3.14)

La funcién de Hamilton no es una funcién de las velocidadesto Buede verse de la siguinte,

manera:

dH = d(piqi) dL,

oL
r L . .
= q'dn—a—qidq‘, (3.15)

donde se utilizo la definicion de los momen(@s) de la segunda a la tercera linea. Se puede
observar que los diferenciales de velocidad desapareglenlos diferenciales de las posiciones y
momentos se quedan. Como consecuencia de ello, la funcidardéton no puede ser una funcion

de las velocidades. Usan@®11)), se puede escribir la accion como

A= [ dtipOd(© ~H(p().q(t)] (3.16)
3Por ejemplo, los elementos matriz de esta mam'seran% 2f, a(( )_) ~ 0, con lo que el rango de la matriz

jacobiana ya no sef@
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Recordemos que las restricciones en el formalismo de Lggraon tomadas en cuenta a través
del acoplamiento de multiplicadores de Lagrangg)

L(d(t).¢) +A"(®)@ (a(t). a(t))- (3.17)

Esto también se puede hacer dentro de la formulacién de téamiPor lo tanto, si llevamos a
cabo la transformacién de Legendre y acoplamos las rastiies primariad (318) de manera analoga

a (3.17), la acciori (3.16) toma la forma

A= [dtpOd© ~H(p),a1) ~ A" (p()a0)] (3.18)

La variacion de la acciomn (3.118) esta dada por

5A:/d

- /dt 5piqi+pi5qi—5H—5)\r¢}_)\r5¢}]’
PG BT A PR PR IR LA PRy
- /d < Pi— g /\raqi>5q+<q 7n )\rapi>5p| @oA"|. (3.19)

|
La trayectoria clasica es obtenida mediante el pricipio @ema accion, por lo tanto, para varia-

—

b H(@p) - A (g p)]

—

ciones arbitrarias déq', op; y A", sujetas a la condiciodd (t;) = dq'(t;) = 0, se obtienen las
siguientes ecuaciones de movimiento

JOH 0
N JH @
= 2 A=l 3.21
q api opi (3:21)
g = 0. (3.22)

La dos primeras ecuaciones son las ecuaciones de movindenttamilton y la tercera es el
conjunto de constricciones primarias. Podemos obsenalageoria es invariante bajo la transfor-
macionH — H + u" @, esto daria lugar a una redefinicion de los multiplicaddress A" + u".

Definiendo los corchetes de Poisson de dos funciérigsp) y G(q, p) del espacio fase como
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JoF 0G 0GOoF
{F’G}_d_qid—pi_d_qid—pi’ (3.23)

podemos escribir las ecuaciones de movimento de Han{#t@f)-(3.21) de la siguiente manera

b = {p,H}+A{pi,a} (3.24)
¢ = {d.H}+2A"{d.a}. (3.25)

Para un funcion general del espacio f&gq, p) la ecuacion de movimiento queda expresada por

E

Si definimos el Hamiltoniano primario mediante

oF dp+0chf

dpi dt ' g dt

OF [ OH 0@\ OF (OH ,.0¢

opi\ 99 aq ) oq \dpi ap;

{FH}+A{F.a}. (3.26)
Ho = H+A"g, (3.27)

podemos ver gue la ecuacion de movimiento para la funciénpege expresar como

F ~ {F,Hp}. (3.28)

Podemos ulilizar la igualdad "debil" en la ecuacibn (B.28),decir, restringida a la superficie

de constriccion. Por otra parte, EI Hamiltoniano primadipcontiene, hasta el momento, toda la

informacion del sistema.

3.6 Condiciones de consistencia y restricciones secundasi

Para obtener resultados razonables se tienen que impamn&sctondiciones de consistencia,

cuando el sistema evoluciona en el tiempo, este no tieneajueals la subvariedad definida por

las restricciones. En otras palabras, la evolucién dedrsistdebe preservar las constricciones en el

tiempo, es decir que las funcion@s~ 0. Esto se puede escribir matematicamente cémo [55]



Capitulo 3: Algoritmo de Dirac-Bergmann 35

@ ={@.H}+2%q@.a} ~0. (3.29)

La ecuacién anterior se puede considerar como un sistemeudeienes lineales no homogéneas
para los multiplicadores de Lagrangé, la posibilidad de hallar los multiplicadores de Lagrange
depende de las caracteristica{de,H} y Ps = {@, &}, es decir, se tienen los siguientes casos

1. {@,H} #0, detRs # 0.

Todos los multiplicadores se pueden desp&far —PS"{@,H}.

2.{@,H} #0, detRs = 0. Para poder conocer cuantos multiplicadores pueden samuetdos
en este paso, se calcula el rangoRleque es denotado pd@, mientras que la nulidad deg la
cual esR’ — E nos da la informacion de el nimero de multiplicadores de drage que quedaran
indeterminados, de modo que habra funciones arbitrarid@segcuaciones de movimiento. Silos
vectores nuloS/('m ((p) =1,...,R"— E) que por definicion satisfacen

{@. e}V, =0, (3.30)

multiplicando ambos lados de (3]129) pq5>, se obtiene

pseq = f.brV(rp) ~{@ HVG) +A%5 @, e}V, =~ {@HIY)). (3.31)

Para cada vector nulo estas ecuaciones podran produciicioomes en las variables del espa-
cio fase que son independientes de las restriciones pamaBstagp) relaciones, implicar{p)
constricciones adicionales en la teoria, a las cuales #lates restricciones secundarias.

Debido a las condiciones de consistencia, también se requie las constricciones secundarias
sean preservadas en el tiempo, esto implica repetir los osigasos anteriores aplicados a las
constricciones secundarias, esto se hace con el fin de &esfiaparecen constricciones terciarias,
0 que se puedan determinar multiplicadores de Lagrangéedssca las constricciones primarias y

secundarias, este proceso termina después de un numera&gasos.

3.7 Restricciones de primera y segunda clase

De acuerdo a Dirac [32], es posible distinguir dos tipos deiftnes en el espacio fase. Por lo
tanto, se debe tener una deficiéon clara sobre este punto.

Definicion: Una funcion es llamada de primera clase si el corchete deséwide dicha funcion
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con todas las restricciones es débilmente igual a cero

(F.@} ~0. (3.32)

en otro caso, la funcion F es llamada de segunda clase. Si¢-m#ukra clase, entoncgs, ¢, }
tiene que ser fuertemente igual a alguna combinacién laegls, debido a que cualquier funcional
gue es débilmente cero en el presente andlisis es fuereigaat a una combinacion lineglspues

que son las Unicas cantidades independientes que son dgtalcero. Asi,

{F.ou}=flop. (3.33)

La importancia de la separacion de las restricciones entreefa y segunda clase, es debido a
gue las primeras seran las generadoras de las transformaaale norma y las segundas permitiran
construir el Paréntesis de Dirac, que en las teorias queniess este tipo restricciones vendra
a reemplazar el paréntesis de Poisson a la hora de calc@eaollzcion dinamica del sistema. La
forma de hacer la separacion de las restricciones se lleaslacad® la siguiente manera: se construye
la matriz C de dimensiod x J cuyas entradas estan dadas@ar= {@, @}, donde J es el nUmero
total de restricciones primarias y secundarias, tergaeéc. si eldetC= 0, entonces el espacio
nulo de C es J-T y proporciona la informacién de el nimero diiceiones de primera cla
Asi, como en el caso de la identificacion correcta de lasee&tnes primarias independientes, que
no venian dadas directamente de la definicion de los momeramspoder calcular las restricciones
independientes de primera clase, se calculan los vectales de la matriz formada entre todas las
restricciones encontradas, primarias, secundariagties; etc., y se contraen dichas restricciones
con los vectores nulos, para poder identificar la forma ctarde las restricciones de primera clase.
Debido a que la separacion relevante para las restricciesesjuella que las distingue entre de
primeray segunda clase, conviene introducir una notaaiért@me en cuenta este hecho. Nosotros

denotaremos las restricciones de primera clase por lageégay y las de segunda clase ppr

3.8 Transformaciones de norma y restricciones de primera ake

Estudiaremos las propiedades de la ecuacién de movimienadgdna variable dinamica para

entender el rol de las restricciones de primera cjgska evolucion de la varibles dinamica F si no

4T eselrango de C
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depende explicitamente del tiempo, viene dada por

F={F.H}+n%Fy} (3.34)

Los multiplicadores72 en la ecuacion de movimiento anterior son completament#aibs, esto
quiere decir que se tiene una arbitrariedad en la eleccidasdfuncionesn?, podemos esperar
gue la solucién a las ecuaciones de moviemiento contengéohes arbitrarias del tiempo. Esta
arbitrariedad no puede tener ningun significado fisicoidied que la mecanica clasica es una teoria
determinista, por lo que dos estados que comparten las sisomaiciones iniciales no deben de
ser fisicamente diferentes, se dird que estos sistemagsmalentes de norma [32].

Consideremos 2 funciones del espacio fage F, con 2 multipladores diferentesy ' que

parten del mismo estado iniciB). Expandiendo el valor de F para un intervalo de tiempo pemuen

dF 1 d%F
Fit)=F — | t+-— t2+.. 3.35
®) (0)+ dt 't—o +2 dt2 |t:0 Tt ( )

insertando la ecuacion de movimieriio (3.34)[en (3.35), terub

Fit)=F(0)+ ({FH}+n?{Fya})t+..., (3.36)

ya que los coeficieteg? son completamente arbitrarios, se puede elegir diferamateses para
esos coeficientes y obtener valores diferentes (3ig6yo la diferencia de la forma

Fp—Fy = (0% —n"t{F,y}, (3.37)
para un tiempo infinitesimadt, la diferencia es dada por
OF = e*{F, ya}, (3.38)

dondeg? = (n@— n')t. El cambioF (3t) no es fisico, ya que el estado de un sistema no puede
depender de la eleccion arbitraria de los coeficientes, asleambos valores de la varialfi¢dt)
corresponden al mismo estado fisico. Por lo tanto, podemwosidr que la tramsformacion in-
finitesimal generada por la funci@3y, relaciona descripciones equivalentes de una mismo estado
fisico. Este tipo de transformaciones se le denomina de ayoemtonces podemos inferir que las

restricciones de primare claggson las generadoras de las transformaciones de norma deiéa te
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Para finalizar esta seccién, se mencionara brevemente etmtonde Hamiltoniano extendido y
accion extendida. Dirac conjeturd que todas las constnies de primera clase eran generadores
de transformaciones de norma, y propuso por lo tanto, éslkartbecuaciones dinamicas utilizando
un Hamiltoniano que contenga las contricicones de primesagyinda clase, al Hamiltoniano el
cual hace esta distincién se le conoce como Hamiltoniarnendido. Entonces, el Hamiltoniano

extendido se define como

He = H + VM, (3.39)
dondeH’ se define de la siguiente manera
H’ = He +UXm. (3.40)

Usando esta funcién Hamiltoniana, la ecuacion de movimigoeda expresada por

F ={F,Hg}. (3.41)

Para las variables dinamicas invariantes de norma, i.dablkas tales cuyo corchete de Pois-
son con los generadores de norpaes débilmente cero, la evolucién dindmica dadal-errH/
y He es la misma. Para alguna otra variable, es necesaridHgsajue considera toda la libertad
de norma del sistema. La necesidad de un Hamiltoniano estemt es algo que se deduzca de
la formulacién Lagrangiana, pues el Hamiltoniano primgémera las ecuaciones de movimiento
(3.20) — (3.21) que, por construccion, equivalen a las ecuaciones de Lgg(ar8). La introduc-
cion del Hamiltoniano extendido es entonces una nuevateaisteca del formalismo Hamiltoniano
gue incluye de forma manifiesta la invariancia de norma. Bargarte, podemos observar, que las
ecuaciones de movimiento (3141) se puede obtener a patéradeion

Se(@P.wU) = [ (ot~ Ho—vay~U'x)dt = | (prc— He)al, (3.42)

la cual se llamara accion extendida que, a diferencid dada por[(32), ya contiene toda la

informacion del sistema. Las ecuaciones de movimientoayuedddas por



Capitulo 3: Algoritmo de Dirac-Bergmann 39

F = {F,Hg}. (3.43)
y
@ =X ~0. (3.45)

3.9 Grados de libertad

Una vez identificadas las restricciones de primera y segulad®, se puede llevar a acabo el
conteo de los grados de libertad.

Definicion: Los grados de libertad de un sistema son el nimero de vesidisicas independi-
entes necesarias para describir al sistema.

En los cursos de mecanica clasica elemental, se realizalacde los grados de libertad de la
siguiente manera, al nimero de coordenadas generalizadagesta el nUmero de restricciones
independientes. Tomando como punto de partida esto, se psedbir que el nUmero de grados de

libertad es

1
GL= 3 NVD—-2NFC—-NSC|. (3.46)

Donde NVD=numero de variables dinamicas, NFC=numero deaeisnes de primera clase y
NSC= numero de restriciones de segunda clase. El f%ctm para compensar el hecho de que
usualmente los grados de libertad se refieren a las coormegaderalizadas, al considerar todas
las variables candnicas también se considera a los monganesalizadog;. El 2 que acompafia
al niUmero de restricciones de primera clase es debido a $ei bktanto de restricciones como el

ser generadores de transformaciones de narma [55].

3.10 Corchetes de Dirac

Definimos el corchete de Dirac entre dos funciones F y G deladsiase coma [55]

{F’G}D = {FaG} - {F7XIJ}AIJV{XV7G}7 (347)
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con {,} el paréntesis de Poisson}"V es la inversa de la matriz formada por el corchete de
Poisson entre las restricciones de segunda clase, queaeistapdid,, = { Xy, Xv}, dondey, son
las restriciones de segunda clase.

El corchete de Dirac satisface las siguientes identidddedbaicas:
(1) {F,G}p = —{G,D}p (antisimetria),
(2) {ciFi+ &R, Glp = ¢i{F,G}p + C2{F2, G}p (Linealidad),
(3) {c,F}p =0 (c=constante),
(4) {F,{G,H}p}p+{G,{H,F}p}p+{H,{F,G}p}p = 0 (identidad de Jacobi),
(5) {FG,H}p =F{G,H}p+ {F,H}pG (Producto),
(6) {F,G}p = {F,G}(G de primera clase y F arbitraria),
(7) {Xu,F}po=0,VF.

Podemos observar que debido a las propiedas de los coraetB#ac, las ecuaciones de

movimiento [3.48) se pueden reescribir como

F = {F,Help. (3.48)

Después de realizar la separacion de las restricciones @aprimera y segunda clase, se gen-
eralizo el paréntesis de Poisson al paréntesis de Diraérmmbs de la cual se pueden escribir las
ecuaciones mas relevantes del formalismo (como la ecula{Bd8)). Las restriciones de segunda
clase pasan a convertirse en identidades para algunablgari@ndnicas en términos de otras. Por
otra parte, es esta estructura del paréntesis de Dirac as lsegpromovera a conmutador a la hora

de intentar cuantizar la teoria [2, 3].

3.11 Observables

La descripcién de un sistema mediante un conjunto de vasallya evolucion dinAmica depende
de parametros arbitrarios es, claramente, ambigua y, ptamlo, insatisfactoria. Es necesario,
entonces, definir funcione® cuya evolucion esté libre de ambigliedades, lo cual ocusrigi

corchete de Dirac con las restricciones es débilmente nulo:
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{0, ya}p = 0. (3.49)

Estas funciones se denominan observables, es decir, samaimtes ante transformaciones de
norma y su evolucion esta completamente determinada. Stswilde un sistema mediante ob-
servables Unicamente, los valores iniciales de estos fermmdnocer su evolucién sin ninguna am-
bigiedad([55].



Capitulo 4

Analisis Hamiltoniano de la accién

exotica

Como se ha comentado en el capitulo anterior, los sistemgslaies tienen un rol muy impor-
tante en la fisica. El caso mas interesante de teoria smgelala cuando el sistema bajo estudio
presenta una simetria llamada simetria de norma. Ejempldsatias de norma relevantes en la
fisica podemos citar a la teoria del campo electromagndticieoria de Yang-Mills, la teoria del
campo gravitacional, la teoria de supercuerdas, etc., [pbjeste capitulo, se hard un andlisis de-
tallado de la accién exética. Como se ha comentado en ladimtoddn, la accion que describe
gravedad usando como variables dinamicas el vielbein yda»@én se conoce como la accién de
Palatini, en tres dimensiones dicha accion esta relacéooad la accion de Chern-Simons, esta
relacion fue estudiada por Witten y reportadolen [26], napsto que la accion de Palatini sin con-
stante cosmoldgica y la accion de Chern-Sirfossn equivalentes. Cabe mencionar, que en el
andlisis realizado por Witten en [26] a la accion exéticappne que dicha accidén sea invariante
ante cierto tipo de transformaciones, rotaciones y trasias, que en princpio son obtenidas para
la accion de Palatini con constante cosmoldgica, sin ernbdagsimetria fundamental de norma
no fue identificada, por lo tanto, parte del analisis redlizan este capitulo, es la obtencién de las
transformaciones de norma correcta para los carfgho&”) asi como también para sus respectivos
momentos candnicos, ya que no se encuentra reportado &rdduia. Por otra parte, también se
realiza el célculo de los grados de libertad, los corcheteBidhc, etc,. Toda esta informacion se
obtiene mediante la implementacion del formalismo de Distdcto.

Icon un grupo de estructur§0(2,1).

42
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4.1 Analisis Hamiltoniano de la accion exoética en tres dimesiones

La accion exdtica en tres dimensiones esta dada por

1 2 N
Se Aleatic= 5 [ A”AdAG+ AN AAwAAY + [ e ADE. (4.1)

dondeA” = A,Vdx* es la conexién que toma valores en el algebra de Lie del 3@, 1) y €
corresponde al campo de triada o campo gravitacional (B[] para mas detalles al respecto),
u,v =0,1,2 son los indices de espacio tiemp8,son las coordenadas que etiquetan los puntos de
la variedad tridimension@ el,J = 0,1,2 son los indices internos que pueden ser bajados y subidos
por la métrica interna Lorentziangy = (—1,1,1), y la derivada covariante de la conexién esta dada
por, DaAp™ = 3aAn" + AdN Apk? + A Ap'k Y FMab = 0aAn" — BbAG" + AdN Apk? — A Aak” es

la dos forma de curvatura.

La accion exotica se puede ver como el acoplamiento de desnts toplogicos, el término de
Chern-Simons (el primer término a la izquierdaldel(4.1))t¢ehino topolégico de Nieh-Yang [64].
Mas adelante vamos a encontrar una analogia entre el tédridieh-Yang y el problema de
Landau [56].

La ecuaciones de movimiento que se obtienen dé (4.1) estias gar

O0SA i
7& 76]8)(0“(: saIJVRL]IJV [A] _/\Sa“vell_leJV = 07
O0Aq
O0SA i
S[ 7e]exot|c /\EC'”VDHGI v, =0. 4.2)
06 ¢

La primera ecuacion de movimiento expresa las ecuacionEmdein en el formalismo de primer
orden y la segunda hace referencia a la condicién de no mor86se contrae las ecuaciones de
movimiento con la inversa de la triatﬁ, esto implica que el espacio-tiempo tiene una curvatura
constante igual 8A.

Por otra parte, se comentd anteriormente, que el método rde Bstricto es aquel en el cual se
considera a todos los campos que definen a la teoria comoidosrks importante remarcar, que
por lo general el andlisis hamiltoniano de cualquier teseidleva a cabo teniendo en cuenta soélo
aguellas variables dinamicas que apararecen en la dersageahgiana con derivada temporall[26,
27,39]. Sin embargo, el precio a pagar por el desarrollo mfisis en un espacio fase reducido es
gue no podemos conocer la estructura completa de la résités; el algebra y las transformaciones

de norma definidas en el espacio fase completd [26, 27, 39].loPanto, es necesario realizar
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un analisis Hamiltoniano completo de cualquier accién dofinede obtener todas las simetrias
relevantes de la teoria.

De esta manera, realizando la descomposicién 2+1 del edp@tipo, suponiendo que la variedad
del espacio tiempo es de la foriv® = = x R, dondeX corresponde a la superficie de Cauchi y

representa un parametro de evolucién, se puede escrilsicittnd4.1) como
1 1 . A 74N
Sle, Alexctic = /M g0 |:§AOIJFIJab+ 5P Aaly + @€ a+ A€ aDpei — A Cardhy| X, (4.3)
donde se puede identificar la siguiente densidad Lagramgian

1 1 LA _ A
L = €M Fyant €A Aty + £ ein€ a + Ne e Dperg — £ A M eareny. (4.4)

El conjunto de variables dinamicas de la accionl (4.1)(gpn Az"Y) y sus respectivos momentos

canonicogM?,,M%;). Los momentos candnicos estan dados por
0% 0%
A = %d,

Los elementos de la matriz Hessiana

n%; = (4.5)

¥ ¥ Y

0(0,6)0(0u€y)"  0(0,€h)9(uAg™)"  9(0uAa)O(duAgY)’ (4.6)

es una matriz de dimensids x 18. Y debido a que so6lo aparecen primeras derivadas dg
A,V con respecto al parametro de evolucigh,y no aparecen derivadas y A" con respecto a
este parametro puede verse que la Hessiana es la matriz cgrga nulidad es 18, por lo tanto se
esperan 18 restricciones primarias independientes. Defilsiadon (4.5) se pueden identificar las

siguiented8 restricciones primarias

@’ = M=o,

@t = M- %so""belb ~0,

o’ = M=o,

o = M- szabAle ~ 0. (4.7)

De estas 18 restricciones primarias encontradas, y enceteaser las correctas deben satisfacer las
condiciones de regularidad, para lo cual basta con compoplEel rango de la matriz Jacobiana
es constante en toda la subvariedad definida por las résires; en efecto, después de realizar los

calculos se ve que el rango es constante, por lo que estasaieses son las correctas.
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El Hamiltoniano candnico tiene la siguente estructura

He = / dx’ [—%AOIJEOabFab|J+ Ao

2

1J

[@aM;? — e3a,?) — 26 oDaN 2|, (4.8)

y el Hamiltoniano primario se define como

Hp = HC—|—/dx2 Aa@®+AY a0y,

(4.9)

dondeA'4,AN 4 son los multiplicadores de Lagrangé @, ¢1;%) las restricciones primarias dadas

por (4.7). El paréntesis de Poisson entre las variableshczasdde la teoria es dado por

{ea' (0,MP5(y)}
{Aa (). NPk (y)}

= 0P, ;0% (x—y),
— %5130( (5'K63L—5'L53K)52(x—y).

(4.10)

Debido a que las restricciones deben preservarse en eldjezomo ya se explicé en el capi-

tulo (3), se imponen las relaciones de consistencia, ar prtias cuales se podran encontrar las

restricciones secundarias

De esta manera, primero calculamos el rango de la m@tfarmada por los corchetes de Poisson

entre las constricciones primarias (4.7) que nos dara tanrdcion de cuantos multiplicadores de

Lagrange se van a poder determinar y la nulidad correspdmdergro de restricciones secundarias

esperadas. La matriz tiene la siguiente estructura

o< (y) o (y) oL’ (y) )
@°00 [ {@°00, o’} {@°(, 0Py} {09, 0 ’(Y)}  {@ (%), oL ®(y)}
G 900 [ {0%0.0 "W} {e%(. 0} {90’} @) @ (V)
@) | {@°(9), 0"V} {@°(%), 0"(Y)} {2, 0 °(V)}  {@2(%), oL (v)}
@200 \ {@209, 0’} {02, 0°(Y)}  {@2(9, 0. °(V)}  {@2(%), oL (¥)}
x &% (x—y), (4.11)

donde los elementos de la mat@z que son diferentes de cero, estan dados por
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{02(%),0°(V)} = —NAe"n*(x—y),

{@23(%), ocL”(y)} = %anb(rllLrlJK_r]IKr’JL)52(X_y)a (4.12)

El rango de la matriEH es 12 y la nulidad 6, por lo tanto se esperan 6 vectores nulilizaddo

los vecotres nulos y las condiciones de consistencia, senebt las siguientes 6 constricciones

secundarias
Vi = M=o,
Vi o= Ny’=o,
- 1
P = {@°X),Hp} =0 = Piyi= E[anbFlJabJFeJanla_e‘anJa] ~0,
o1 = {@°(0,Hp} =0 = (4 :=2DaMN%~0, (4.13)

y los 12 multiplicadores de Lagrange

@® = {@*Hp}~ 0= —Ae"(Ay' +Dyey') ~ 0,
0 = {@u®Hp} ~ 0= "(A,Y —DyAM) ~ 0. (4.14)

Debido a que la teoria presenta restricciones secundaéas|cula el Hamiltoniano secundario
Hs, sumandole al Hamiltoniano primario una combinacién limkalas restricciones secundarias,
y se calculan las relaciones de consistencia sobre éstade Rarse que esta teoria ya no presenta
restricciones terciarias, por lo que el nUmero total dericesdtnes obtenidas e48 restricciones

primarias +6 restricciones secundarias24 restricciones.

4.2 Restriciones de primera y segunda clase

Una vez calculadas todas las restriciones de la teoriapsedw a clasificarlas, recordando que
la clasificacién importante entre ellas es aquella quengigé las de primera clase (generadoras de
las transformaciones de norma) de las de segunda clase €éguéidn construir el paréntesis e
Dirac). Para llevar a cabo esta clasificacion hay que calelileorchete de Poisson entre todas las

2G es una matriz de dimension 188
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restricciones, las cuales son las entradas de la matriz Wrdmndion 2424 dada por ,

o<V (y) kL’ (Y) Wk (y) Wk (y)

oHx) [ {oHX),oc" ()} {oH X, 0’ ()} {@HX), ek} {@HX), gy}
_ Gt (X) | {ouH(X), o (V) {@a (X, ok’ ()} {ouHX), Wk} {@aH(X), Yk (y)}

S (x—y).

600 | W0.eCW)  W0.e ) B s |
Wa(x) \ {aX¥), o<V (Y)}  {Pax), eV ()} {AWaX), g (y)}  {Wa(X), L (y)}
(4.15)

Donde se uso la siguiente abreviacion en la notacién de lazn@158), o * = (9%, @) y

oH = (@3°, 22). La componentes de la matiWE que son diferentes de cero, estan dadas por

{2200, 0°(y)} = —Ae™nyd%(x—y),
{02, W)} = —Ae"®[N13058%(X—Y) — Apia8*(x—Y)] ,
{020, oL °(Y)} = ; "ML Nk — Mk Nat] 3*(x—),
{0, 4 (y)} = [Mfnak— N3] 8 (x—y),
{@2°(), ()} = ;:[ACILUJK—ACJLUIK — AckaliL +AckiNaL

(MK NaL — MLNIK)9c] 8% (X— ),
{W9, WL (y)} = 0a8*(x—y) [MkME — mLAR] + 8*(x—Y) [Aai M — AaaM{],
{Ws(¥),yxL(y)} = i [Nk (MResa—M3eLa) + NuL(Mgea — Miexa) + Nka(MieLa— Miea)
+MiL(Miexa — Mg e3a)] 6*(X—Y).
La matriz W tiene rango=12 y 12 vectores nulos, lo cual ingptjae hay 12 restricciones de primera

clase y 12 de segunda clase. Usando la contraccion de lasesaulos cori (417) y(4.1.3), podemos

identificar las 12 constricciones de primera clase

Vi = M=o,
Vi = M=o,
Vo = —2Dal %+ Dax? +A€axis?,
Yo = Da¢®y+ OabFUab-l- [rh e1a— M@, (4.16)
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del rango de la matriz W, formada por los corchetes de Poi@d) entre todas las restricicones,
se obtiene la informacién del nimero de restricciones demslgclase, en este caso se esperan 12

restricciones de segunda clase que estan dadas por,

N
X2 = I'Ila—gso""bem ~ 0,
0ab

2

xu® = Mp%— Apiy = 0. (4.17)

Es importante sefialar que estas constricciones no estaria@gs en la literatura, y la estructura
completa de las restricciones definidas en el espacio faspletn es relevante para conocer de
forma correcta las transformaciones de norma en la teodda &sta informacion es Gnicamente
posible, mediante la implementacion del formalismo dstrite Dirac. De hecho, se puede con-
sultar la estructura de las restricciones reportadas gy [[26estructura de las restriccionés (4.16).
Podemos ver que en [26] solo hay restricciones de primesa gl&a estructura de esas restricciones
difiere de la encontrada €n (4116).

El dlgebra de las restricciones esta dada por

(X120, X"} = —Ae"Pny8%(x—y),

X%, ny} = Axud*(x—y)~0,

DR} = g X — ) 8 x—y) 0,

X0y} = %[mLXS"—nJfo"] 3*(x—y) ~ 0,

X020, wely)} = %[ & nka— X5kt + X8 nw — x&nu] 8% (x—y) ~ 0,
(X120, xkl°(y)} = %Soab[rlanJK—'7|K'7JL]52(X—Y)7

(X, = And*(x—y)~0, (4.18)

OO = 3 bk — ] 80x—y) ~0, (@19)

Ma(X), kL ()} = (VL N3k — Yk oL+ YakMie — Yok ] 6% (Xx—Yy) ~ 0. (4.20)

_1
2
Podemos observar que el algebra de las constriccionesrderprclase forman un algebra cer-

rada, y no se necesitan condiciones sobre'fspara que el algebra cierre, este resultado es difer-

ente a lo que sucede en la formulacion de Palatini [34]. Ect@fen la formulacion de la teoria de

Palatini el algebra es cerrada si las constantes de estaitfirson las del grup8Q(2,1) [34]. De-

bido al paréntesis (4.18), el algebra de las restricccionderma un algebra de Poincd®0(2,1),
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sin embargo, es un algebra de PoincAardeformada y el grupo interno de la accién exética es
SQ2,1). Por otra parte, podemos observar que las restricciones aeclon de Palatini sin con-
stante cosmoldgica forman un algebra de Point&f&2,1) [34,57/58] y el grupo de interno es
SQ(2,1); en la accién exdtica, el valor de la constante cosmolégicpugde ser cero, la razon de

esto se vera mas adelante.

4.3 Corchetes de Dirac

Una véz identificadas las restricciones de segunda claskenmais construir los corchetes de
Dirac. Para poder construir los paréntesis de Dirac, sesitaanstruir la siguiente matriz, donde

las entradas de la matriz estan dadas por los corchetessimReintre las contricciones de segunda

clase
0 —Any 0 0
A 0 0 0
Cos=| "™ £9305%(x —y), (4.21)
B 1
0 0 0 3 [MLNak — Mk NaL]
0 0 — 2 [mLnak — Mk ot 0

la inversa de la matriz (4.21) esta dada por

0 %rll\] 0 0
—xnY 0 0 0
C_laB = A 50ab52(x_y1-4-22)
0 0 0 —9 [r]ILr]JK—annJL]
0 0 2 [r]ILr]JK—rIIKI’)‘]L] 0

haciendo uso de la definicion del paréntesis de Dirac dad@&£n), los corchetes de Dirac de

la teoria estan dados por

(a0 = {€a(0.Moa)}e+ [ dudv(ea(),¢% WIS ag(u{EP (V). MEa()}:

1
= 53%838Hx-y), (4.23)
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{€a®),&by)}p = {e'a(x%e']b(Y)}P+/dudv{e'a(><),Z“(U)}C’laB(U,V){ZB(V),e]b(y)},

1
= Kn”s()abéz(x—y), (4.24)

N30,y = (M (X)jﬂba(y)}PJr/dUdV{”al (%), (WIC ap(uv){ZP (v),N°5(y)},

N\
- Zrlusoabéz(x—y), (4.25)

{A%00,MPn ()} = {AIJa(X)anbLN(y)}P+/dUdV{AUa(X)aZa(u)}c_laB(UN){ZB(V)?nbLN(y)}7

1
— Z‘Sb"" [8' 6 — 8'no7L] 8% (x—Y), (4.26)

{A%00,AMNp(y)}lo = {A”a(X%ALNb(Y)}P+/dUdV{A”a(X),Z“(U)}C’laB(U,V){ZB(V)7ALNb(y)},

= % (7" 7N = 'NRY) £0and? (X— ), (4.27)

(M), M)l = {”alJ(X%”bLN(y)}P+/dUdV{”au(X),Z“(U)}C_lap(uvv){fﬁ(v)v”bLN(y)},

1
= g[r]ILr]JN_r]INr]JL] 952 (x —y). (4.28)

(200, AN W) bo = (€, AMs(y)}p+ [ dudv(ea(x). % (WIC ap (U (V). AN},
= 0, (4.29)

{da®),MPny)}o = {e'a(X),l'lbLN(y)}P+/dudv{e'a(X),Z“(U)}C_laB(U,V){ZB(V%”bLN(y)},
= o0, (4.30)
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{AIJB(X)7nbL(y)}D = {AUa(X)7nbL(y)}P+/dUdV{AIJa(X)’Za(u)}cilaﬁ(uﬁv){ZB(V%nbL(y)}’
— 0, (4.31)

Es importante sefialar que los cam@psA y sus momentos candnicos asociados, tienen una
estructura no conmutativa a nivel de los corchetes de Dyréa constante cosmoldgica no puede
ser valuada en cero, debido a que surge una singularidadmoadle los corchtes de Dirdc (4.24).
Por otro lado, el analisis realizado a la accién de Palagprtado en [34], revela que los corchetes
de Dirac entre los camp@&sandA presenta una estructura conmutativa y la constante cogioal6
valuada en cero no presenta algun inconveniente. Estoadssi muestran diferencias entre la
accion de Palatini y la accion exética a nivel clasico.

Por otro lado, podemos encontrar cierta analogia entremsirté de Nieh-Yang actuando como
un tipo de "campo magnético”, con el problema de Landau. Ded)gpara una particula cargada y
de masan confinada por un potencial cuadratico y que se mueve en unccaragnético uniforme,
la Lagrangiana es dada por [56]

m B . K

dondeB es el campo magnéticol es una constante. La accidn (4.32) no es singular y el analisi
Hamiltoniano es facil de realizar. Debido a que la accionansiregular, se puede elegir el valorBle
oK igual a cero sin ningun problema. Sin embargo, al tomar éldim— 0 el sistema se convierte
en un sistema singular y despues de realizar el analisisrde 8&[(4.3R) en ese limite, se determina
gue el sistema presenta restriciones de segunda clasesoplaienadas son no conmutativas a nivel
de los corchetes de Dirac; donde los corchetes de Dirac datios por{x®,x°}p = —%b, por lo
tanto, para esta teorBino puede ser cero; de hecho, el espectro de energia dependefaiztor
é [56]. De esta manera, en analogia con la ac¢ién{4.32), ertiareexotica, el término de Nieh-
Yang es un tipo de "campo magnético" (ver el térn@!{fabé'aab de (4.4)), es decir, la constante
cosmoldgica se puede ver como un tipo de "campo magnéigal campoe como la coordenada
no conmutativa (ver (4.24)). También, el término de Chaémefds puede tratarse de la misma
manera, el término de Chern-Simons es no conmutativo emiex@m A (ver (4.27)) y el término
de Nieh-Yang es no conmutativo en el campo e.

Por lo tanto, podemos llegar a la conclusion, de que parastensa singular, no es correcto fijar
parametros de manera totalmente arbitraria sin haberadaliun andlisis detallado. Para llevar
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a cabo el andlisis a un sistema singular con pardmetrosaaitist, primero, se debe realizar el
andlisis mediante el formalismo de Dirac, y después, segpestdidiar el comportamiento tomando
los diversos limites de los parametros. La accion exdiich) € un sistema singular y el analisis
realizado indica que la constante cosmolégica no puedeeser ¢

A partir del analisis realizado a la accién exoética se emoanie, los corchetes de Dirac para las
variables dindmicas que definen a la accion exdtica y la ac®@dalatini con constante cosmol6g-
ica son diferentes. A continuacion, se menciona de maneva litgunas diferencias entre la accion
exotica y la accién de Palatini con constante cosmoldgica:

La accién exotica

e La estructura de los corchetes de Dirac entre las variablésnitas, es no conmutativa.

e La constante cosmoldgica no puede ser valuada en cero.

La accién de Palatini

e La estructura de los corchetes de Dirac entre las variabliésnitas, es conmutativa.

e La constante cosmoldgica puede ser valuada en cero.

4.4 Accidn extendida y Hamiltoniano extendido

La identificacion de las restricciones permite identifigaa¢cion extendida. Usando las constri-
cciones de primera clade (4116), las constricciones dendegtlase[(4.17), y los multiplicadores de
Lagrangel(4.14) podemos determinar que la accién exteiitide la siguiente estructura

| 1J | 13 0 ,,1J I 1J Al AlJ
SE[eCHA aanahnaU)uO yUp ~, U, U™, Vg, Vg ] = /l\A[eGI_Ia|+A anaIJ

—H' —up' yi® = u"yia® — Uy — uP vy — vl i = va x15%] A, (4.33)
dondeH’ es una combinacién lineal de restricciones de primera clase
H' = [ &'y~ Ay 0, (4.39)

yuo', U, Ul uY v, va¥ son los multiplicadores de Lagrange que hacen que se curtaglaestri-
ciones. De la accion extendida (4.33) podemos identifichliagtiltoniano extendido dado como

He =H’ +/ o' Y1 +uo”yPig +u'yi + W yig] dx. (4.35)
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Es importante sefialar, que la teoria analizada, tiene uriltdarano extendido que es una combi-
nacion de restricciones de primera clase, esto refleja Eriemza general de la teoria, tal como pasa
en R@ en 4D. Una vez encontradas la accién y hamiltoniana extandiguiendo con el andlisis,
se calcularan las transformaciones de norma. Las tranafiomes de norma son fundamentales
para la identificacion de las observables fisica$ [55]; pacntrar dichas transformaciones se us-
ara el formalismo de Castellani [59], el cual permite defhigenerador de estas transformaciones
en términos de las restricciones de primera clase de laesigumanera

G =/ [Dog'oV°1 + Dogo YV ia+ €'y + €91y] - (4.36)
>

Asi, las transformaciones de norma en el espacio fase, dap devariantes las ecuaciones de

movimiento y a la accién extendida, estan dadas por

| |
00€9 = Dog'o,
Sed. — I, o1l
0€a = Dag +£7ey,

SoAY = DogyV,

SoAN = % [ejas' _¢ aSJ] —DaeV,

S’ = o,

5on3 = %s“ababsl +AeN3; —¢ns,

SoN% = —&'Noy+etny,

SoMd; = %[s.n%—smam [€3°N8 — &' M3, +%eﬂbaabsu. (4.37)

En el capitulo 2, secciéh6.1, se obtuvieron las leyes de transformacién locales panapbgle
Poincaré para la campéd ,AY) que estan expresadas por las ecuaciones (2.84) y (2.8®meed
observar que los campos no transforman bajo el grupo de &éismo mas bien bajo una trans-
formacién/A-deformada del grupo de Poincaré, esto puede verse apafd.2l) donde podemos
observar que bajo traslaciones locales de Poincaré laiéon&X no transforma como (2.85). Por
otra parte, las transformaciones de norma para la accidicaxastan dadas pdr (4137) y no corres-
ponden a los difeomorfismos, pero estas son transformaciefermadag\-1SO(2,1) [58]. Sin
embargo, es bien sabido que esta teoria es covariante egondifismos([53]; por lo que cabe

hacer la pregunta: ¢ Cémo pueden ser rescatados los difissnmmas en estas transformaciones ?, la

3Esta es una caracteristica que tiene con RG, y en generaddas las teorias independientes del espacio-tiempo de
fondo y covariantes bajo difeomorfismos.
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respuesta esta en redefinir los parametros de norma de ncangemiente coma' =¢' = Epe'p,
g0 = €Y = —&PA,M, las transformaciones de normia(4.37) toman la siguiemteso

_A
2

A/al‘] — AgIJ—I-Q,gAaIJ-i-Ep RIJap (elaejp_ejaelp) ) (4.38)

gue corresponden a los difeomorfismos, los cuales a su veansosimetria interna de la teoria.
Con la identificacion corrrecta de las restricciones, sel@llevar a cabo el conteo de los grados de
libertad, el nimero de variables que es(86,A,"”,M% ,M%;), se encontrarém2 constricciones
de primera claséy;®, y1;%, 11, Vi) y 12 constricciones de segunda cldgg?, x1;%) y se puede con-
cluir que la accion exética en tres dimensiones, no tiendagrae libertad locales por punto, lo
cual define una teoria topoldgica, con todos estos ressl@ntenidos, terminamos nuestro analisis

detallado de la accién exotica.



Capitulo 5

Analisis Hamiltoniano de la accion de

Bonzom-Livine

Como se ha comentado en la introduccion, Holst introdujo asw@dn la cual depende de un
parametro, el pardmetro de Barbero-Immirzil[17] , el cudldmaraemos de ahora en adelante el
parametroy. En efecto, dependiendo de los valores que dicho paranogire, tuno puede obtener
los diferentes escenarios que se encuentran en gravedanicanRespecto a este punto, para el
caso 3D existe una accion la cual es equivalente a la acciépnlde Dicha accién es conocida como
la accion de Bonzom-Livine. La accién de BL esta formada aackion de Palatini mas la accion
exoOtica acompanada del paramegrale esta manera, la accién de BL da un conjunto de acciones
gue reproducen las mismas ecuaciones de movimiento queifamaxotica y la accion de Palatini.
Cabe mencionar que €n [39] se ha realizado un analisis candaila accién de BL, sin embargo,
dicho andlisis se ha hecho usando el formalismo de Diraci@oluDe esta manera, en esta seccion
vamos a desarrollar un analisis detallado de la accién de Bdiante el formalismo de Dirac
estricto. En general, estamos interesados en conocerlgztash completa de las restricciones y
conocer como es la estructura simpléctica de los corchetBérdc, asi, con este analisis podremos
ver cuales son las diferencias entre las acciones de Ratatiitica y la de BL, dado que las tres

acciones conducen a las mismas ecuaciones de movimiento.

5.1 Accion de Bonzom-Livine

El proposito de este capitulo es conocer la forma detall@dmg restricciones y todo lo que

conlleva la implementacion del formalismo de Dirac esiriatla accién propuesta por Bonzom-

55
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Livine BL.

Como se menciond en la introuccién, gravedad en tres dimm@gsipuede escribirse como una
teoria de Chern-Simons [25,26/39, 60]. En el articulo debado por Bonzom y Livine [39], pro-
ponen trabajar con el grug®= SU(2) para describir gravedad Euclideana y la teoria es formulada
en términos de la triada y la conexion, estas variables espaasentadas por uno-formas valuadas
en el algebra de Litﬂ, donde los indices internos son contraidos con la metridsiltieg GJH en
g. La accién para gravedad en 3D con constante cosmoldgésda dada por la expresion

A
S:’alatini[A> €] :/ [23 AF! (Al +S%5IJK€‘I nelnef )
(5.1)
las ecuaciones de movimiento de la acciénl(5.1) estan dadas p
dAe' = O,
IRAN
F +§E JKeJeK =0. (52)

La accion [(5.11) es invariante bajo transformacionesSd€2) y los campos(e A) transforman

como

e—geg

A— gAg'+gdg, (5.3)

con g= SU(2). La accion[(5.11) es también invariante bajo traslaciones

5AI = /\E'JKeJQK,
o€ =dab'. (5.4)
La simetrias mencionadas anteriormente, pueden comeiearsina sola simetria mediante la

ampliacion del grupo de rotacion G a un grlféo Esta idea es la clave para reescribir gravedad

3D como una teorfia de Chern-Simons para el giG89]. El grupoG puede seB0(4), ISO(3)

14 es el algebra de Lie del grupo G.
2dondei, j =1,2,3, son los indices del grupo SU(2).



Capitulo 5: Analisis Hamiltoniano de la accién de Bonzomihé 57

0 SQ(3,1) dependiendo si el valor de la constante cosmolégica esvagpsiero o negativa. Los

generados del algebra de Lie glsatisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

[31,33) = &K Ik [31,K,] = &35Kk (K, K] = s65%, (5.5)

dondes= —1,0,1es el signo de la constante cosmoldgica. El siguiente pagefiedr una nueva
conexion para el grup®, dada porA = A'J, + VIN €K, 8. Para construir la accién de Chern-
Simons, se necesita elegir una forma bilineal invariantdegenerada en el algebra de bie

(J1,Ky3) =y, (J1,33) = (K1,Ky) =0. (5.6)

Entonces, para el caso en el cual la constante cosmologitieeesnte de cero, la accioh (5.1)
puede escribirse como una accion de Chern-Simons

SR = Shamnfh @ = [ (Ruado) o (BB Aol)) 67

Si se desea obtener el caso de la formulacién de Palatinbestante cosmoldgica, entonces, se
eliges=0y /| A | =1en la accion[(5l7) junto con las expresiories](3.5)}(5.6).
Por otra parte, sh # 0 existe otra forma bilineal invariante no degenerada dada po

(J1,d3) =3 (Ki,Ky) =sd; (Ji,Ky) =0, (5.8)

en este caso, se obtiene la siguiente accion de Chern-Simons

e oicalB] = ﬁ [ ((Buoi) + 5 (AuAnl) ). (5.9

escribiendo la acciom (8.9) en términos de los can{poX) y utilizando las expresiones (5.5) y
(5.7) se obtiene

3], son los generadores de rotacionds;ylos generadores de traslaciones.
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~ 1 1
SoticalA ] = —— [/IVI Al ANdA + §£|JKAI AAI A AK

VIA] ‘
+s\/|/\|/Me' Adag, (5.10)

donde A' = A,'dx es la conexién valuada en el algebra de 8i#?2) para el caso de gravedad
Euclideana y¢' corresponde a la triaday,v = 0,1,2 son los indices de espacio tiempd, son
las coordenadas que etiquetan los puntos de la variedadseditnensiones del espacio tienido
y 1,3 =0,1,2 son los indices internos que pueden subirse o bajarse costtecan; = (1,1,1).
Donde(dav)' =dV + [AV]' =dV + &' )k AP AV y F! = dA' + L&' )k AT A AKX,

La accion de BL esta definida como la combinacion lineal detaa [5.1) y la accion(5.10)
mediante un pardmetng que puede pensarse como un parametro tipo Barbero-Imaniékdgo al
parametro de que aparece en la accion de Holst en el caso §iD [17

Por lo tanto, la accién de BL esta dada por [39]

S/A € = ShapainlA €] + iéExouca[A,eL (5.11)

a partir de la acciori (5.11) se obtiene una familia de teatésicamente equivalentes a gravedad
en 3D en el sentido de que la accién de Palatini y BL compaatemismas ecuaciones de movimiento,
esto puede verse de la variacién de la ac¢ion [5.11), dos@elmciones de movimiento estan dadas

por
0S/[A VARA
?‘SVE:- S e FIVP[A]+S|/2\—|EIJKevJePK] +Sg“‘#vpohelp =0, (5.12)
ul y
OS/[Ad

1
— elVPdae , +
5Au APy T

Las ecuaciones de movimienfa (5.12) y (5.24) son equivedeatlas ecuaciones de Einstein. De-

7AN
ghve [F'vp[A] Jrs%e'me\ﬂep'< =0. (5.13)

bido a que se desea realizar el andlisis Hamiltoniano, seegdeoa hacer la descomposicién 2+1
del espacio-tiempo de la accidn (5.11), suponiendo queriadad del espacio tiempo es de la
formaM? = Z x R, dondeX corresponde a la superficie de Cauchy sepresenta un parametro de

evolucion, la acciéri(5.11) adquiere la siguiente estractu
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SleA /d3 {2806‘%.3( 4 AO')(FJabJrs%sJKLegeb)+2£°abnijDaeo' (A(J)Jrsg
+2€%%n;; (eodoAg‘F Aba Aat s \/— €b00&3) | (5.14)
donde se puede identificar la siguiente densidad Lagramgian
7 = 2e"%n;(e) 1|/\|A0|)(FJab—i'S%SJKLegela)+250abrlijDaeol(A(J)+S$eg)
—— A GA s ‘/— e,d0e)). (5.15)

Oab
d
ma (en *

El conjunto de variables dinamicas de la accion (5.11)8qn A' ;) y sus respectivos momentos

canénicos. Los momentos canénic¢eg',MM%). Los momentos candnicos estan dados por

0.7 0.7
a — —_— = —
Mn = SAT Y, e (5.16)
Los elementos de la matriz Hessiana son
2 2 2
0* < 0°Y 0°< (5.17)

0(9ue)9(0ue)”  0(9uey)d(0uAg')”  0(uAa")d(duAg")’

son idénticamente cero, entonces, se espera enctranstricciones primarias. De la definicion

de los momentog8.33) se pueden identificar las siguient@srestricciones primarias

@ = 1M =0,

IS P

o = n=o,

OF = M- 2690, (6 + — A ~ 0. (5.18)

El Hamiltoniano candnico esta expresado por

A
’/\‘AOI)(FJab‘FS%SJKLegeLb) :

HC:‘/‘CIX2 [—ZEOabmJDae'b(Ah—ksge{)) Oabrlu(
(5.19)
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y el Hamitltoniano primario viene expresado por
He—Ho+ [ € [N o +&'a]. (5.20)

dondeA'q, &', son los multiplicadores de Lagrange que hacen que se cutaglagstriciones. Los

corchetes de Poisson de la teoria estan dados por

{eal(x)a"BJ(Y)} = 5Ba5IJ52(X—Y)
{Ad'(x),1P5(y)} = 0Pqd'38%(x—y), (5.21)

El célculo del rango de la matriz, formada por los corchetes de Poisson entre las contriggion
primarias [(5.IB) nos da la informaciéon de cuantos muléglares de Lagrange se van a poder
determinar y la nulidad corresponde al nUmero de restriesiGcecundarias esperadas, la mairiz

se contruye de la siguiente manera

@' (y) ;" (y)
@409 ({9,000} {9 (0. 02"} o
O H(x) \ {DHX), 0" ()} {DH(X), DY ()} ’

G= (5.22)
donde se uso la siguiente abreviacion en la notacion de l6zn(&22), o ¥ = (¢°, @?) y
D H = (B0, D2).

donde, las entradas de la maitizestan dadas por

(020, 0P} = —2s—v'y’\'e<’abnuaz<x—y>,
{@2(x),2.°(y)} = —26%n;38%(x—y),
(@), 00(y)} = —2— %0, 5 (x—y), (5.23)

yVIA]

El rango de la matriEH es 12 y la nulidad 6, por lo tanto se esperan 6 vectores nulilizaddo

los vecotres nulos y las condiciones de consistencia, senebt las siguientes 6 constricciones

4G es una matriz de dimension 188
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secundarias
0 0

y| = T = 07
0 0

y| = I-I| ~ 07

. N S| A
0° = {@°X),Hp}~=0 = ::zgoab[S#Daelb—F(Fmb—F |2 |5|JKe’aeKb)]mo,

1 S|NA|
. |/\|(F|ab+ 5 SlJKe]aeKb)}&Z@e)

d)lo = {¢|O(X),Hp}r’b’0 = l-|J| = 2£0ab [Daab—F
y los 12 multiplicadores de Lagrange

. s—y?
@ = {@*Hp}~0= Zeoab—y VI A 1(=2bi + Dyeor + eLmel'Ag) ~ 0,
O = {P*Hp}~0= 280ab7y2(—5b| +DpAor +S| A | eLmel'e) 0. (5.25)
Debido a que la teoria presenta restricciones secundsgi@s/cula hamiltoniano secundaHg,
sumandole al primarid_(5.20) una combinacion lineal dedafricciones secundarias, y se calculan
las relaciones de consistencia sobre éstas. Puede versstgueoria ya no presenta restricciones
terciarias, por lo que el numero total de restriccionesrotiées es;18 restricciones primarias &

restricciones secundarias24 restricciones.

5.2 Restriciones de primera y segunda clase

Una vez calculadas todas las restriciones de la teoriapsedw® a clasificarlas, recordando que
la clasificacion importante entre ellas es aquella quendigé las de primera clase (generadoras de
las transformaciones de norma) de las de segunda clase éguéiran construir el paréntesis de
Dirac). Para llevar a cabo esta separacion hay que caldutarahete de Poisson entre todas las

restricciones, las cuales son las entradas de la nvitde dimension 2424

®3°(y) ;" (y) s (y) Wi(y)
@00 ({0, W} {d' (0,25} {A ¥y} {d (), W)}
W O (x) [ {0, @/ ()} {PFX), D5y} {0, ¥} {PF (%), ¥ay)} 3 (x—y),
) | {B®),9"(y)}E {Bx), 230} {BiX). ¢y}t {wx),Yay)}
Vi) \{YX, o/} P25 VX, ¢y}t {WiX),Ysy)}
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Donde se uso la siguiente abreviacion en la notacién de lézn&i28), o # = (9%, @) y
D H = (B0, D2).
La forma explicita de los elementos de la mathizestan dados por

(02, 0°0)) = —ZS—V'VA'eoabnua%x—y),
{@2(x),®5(y)} = —26n;38%(x—y),
(020, Ws(y)}) = —26% SV‘A SVIA 6 e K<SV’VA’AKb+s|A|eKb>] B (x—y),

{@8x),¥i(y)} = €93 | 130 — E19k (A¥p + 2(x—y),

S\/—eK ]5

(02X, 0,00)) = —2— g%, 5%(x—y),

AVARAY
{D%(x), Ws(y)} = g0

M3dh — €k (ASp + X—=Y),

2t ‘e%)] 5

A+ )| B (x—y).

1
M3idb— &3k (

1
YVIAI YVIAI

{DA(X),Wi(y)} = —2e%
{wx),yy) = 0,
{Wi(x),%i(y)} = 0,
{w(x),%(y)} = o.

(5.27)

La matrizW tiene rango=12 y 12 vectores nulos, lo cual implica que hayesficciones de
primera clase y 12 de segunda clase. Usando la contraccifos dectores nulos com (5J18) y
(5.24), podemos identificar las 12 constricicones de panckrse

VOI — T[I()Qjov
= N°=o,
WANA S| A
o= DafP|a—S|/\|E|JKeKa¢Ja+2anbS#Da€1b+2£Oab(F|ab+ ’2 ’&JKe‘]aeKb),
1
M1 = Da®?— g ke ap®+ 26D g + 2% ——— (Fap + |2 |s|JKe] a&p), (5.28)

yVIA]

a partir del rango de la matri/, formada por los corchetes de Poission (5.27) entre todas las

restricicones se obtiene la informacién del nGmero deicegines de segunda clase, en este caso
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se esperan 12 restricciones de segunda clase que estampdadas
VA
X = m- 7’)/ yfoabrlueoj ~0,
— 1
:|a = |_||a— 2£°abr7|3 (BOJ + AbJ) ~0 (529)

2y /| N\

Es importante sefialar que todos los resulatdos obtenidestarseccion son reportados ken [66] y

forman parte de la contribuccion de este trabajo. Cabe mesacique la estructura completa de

las restricciones definidas en el espacio fase completdessngée, por una parte, para conocer la

simetria de norma fundamental, por otra, al querer compasaformalismos de Dirac y FJ, es

necesario realizar el andlisis candnico en todo el espasi& £sto sera aclarado en las secciones

siguientes.

Una vez teniendo identificadas todas las restriccionesedeyemos a calcular el algebra entre

ellas. El algebra de las restricciones esta dada por

(3200, x3°(y)}

ARA
—23# €93, 8% (x—y),

—26%%0n,;6%(x—y),
1 EOab

—2————£%%,;6%(x—y),
YVIN|

s|A| &3P 2% (x—y) ~ 0,
£ Pk 3*(x—y) =~ 0,

g3 d%*(x—y) =~ 0,

819k P2S% (x— y) ~ 0,

s|A| g% (x—y) ~0,
gk 3% (x—y) ~ 0,

g3k Yo% (x—y) =~ 0.

(5.30)

Podemos observar que el algebra de las contricciones derarafase forman un algebra cerrada.

En la formulacion de la teoria de Palatini, es necesario agiednstantes de estrutuggc sean las

del grupoSQ2,1) en el caso de trabajar con un espacio Lorentziano para qugedlra de las
restricciones cierre_[34]. El algebra de (8.30) no forma lgeléralSO(3), sin embargo, es un
algebra de Lie. Por otra parte, podemos observar que laradeidBL sin constante cosmoldgica

forma un algebraSQ(3).
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5.3 Corchetes de Dirac

Una véz identificadas las restricciones de segunda claskenais construir los corchetes de
Dirac. Para poder construir los paréntesis de Dirac, sesitaaga matriz, donde las entradas estan
dadas por los corchetes de Poisson entre las contriccienssgdnda clase, es decir

sv/|A|
— 1
Crap) (% X)]?y = —2 ( I . ) Ma€8%(x— X)), (5.31)
YV/IAl
la inversa de la matriz (5.81) es
-1 1J y 1\/\\ -1 1J 2
[C (aB)(X,XJ)] ba = Z(S— Vz) Y sy/A N €opad (X—X’). (5.32)
-1 A
y

Los corchetes de Dirac de la teoria estan dados por

{da), 5(y)}0 = 2(styz)beacS'Jéz(x—y), (5.33)

1 y

VIAT (5= V)

N goapd? (X —y), (5.34)

{¢a¥).€bW)}o = 5

{0, 5(y)}o = %(S_';')UIJS%%Z(X—Y)’ (5.35)
A0 = o2l 38 y), (536)
WaoRuo = T Yo peuxy) (5.37)

(N3 (%), M%)} = Ma€8%(x—y), (5.38)

s 1
2y+/] ] (5= V?)
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v

1 13 2y
2(y2—s)n €0abd” (X—Y), (5.39)

{Aa(x).€b(¥)}o

(€M = —— Y ob.5 52 (xy), (5.40)

2N (s—V?)

sVIN| y

a0, MaWlo = —— 5 7507098 (x—Y), (5.41)

(V.M = 5 7o e ™05 c-y) (5.42)
podemos observar que los corchetes de Dirac dependen da$daress, y) y pueden repoducir

direfentes escenarios dependiendo del valor de esas otasst&or ejemplo, si tomamos el limite
y — o en los corchetes de Dirac (5.23)-(5.32), se puede recujaeesatructura de los corchetes de
Dirac de la accion de Palatini reportado en [34]. Es impadetarfialar que para BL los campm#é\
y sus momentos canénicos asociados, tienen una estructeemmutativa a nivel de los corchetes
de Dirac, y la constante cosmolégica puede ser valuada enpmrotra parte, la estructura de los
corchetes de Dirac para la accion de Palatini reportada4imjBesta que los corchetes de Dirac

son conmuativos y el valor de la constante cosmologica psedimmada igual a cero.

5.4 Accion extendida y Hamiltoniano extendido

La identificacion de las restricciones permite identifiegaaé¢cion extendida. Usando las constri-
cciones de primera clade (5128), las constricciones dendegtiase[(5.29), y los multiplicadores de

Lagrangel(5.25) podemos determinar que la accién exteiitide la siguiente estructura

SE[elaaAlaana|7na|>u0|>W0|7u|>W|7Valyzal] = /M [élana|+Alana|

—H —uw'yi® —wo'T " —uly W' - X -2 52]dx, (5.43)
dondeH’ es una combinacién lineal de restricciones de primera clase

H = / [—e&'yi —A'T ] dX, (5.44)
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y U, Wo',ul, W v,z son los multiplicadores de Lagrange que hacen que se curigslaastri-
ciones. De la accion extendida (5.43) podemos identifickliagtiltoniano extendido dado por

He=H'+ [ 'V +wo' T -y W . (5:45)

Es importante sefalar, que la teoria analizada, tiene uriltdaiano extendido que es una com-
binacién de restricciones de primera clase, esto reflejavar@nza general de la teoria, tal como
pasa en RG.

Una vez encontradas la accion y hamiltoniana extendidaiesigo con el andlisis, se calcularan
las transformaciones de norma. De esta manera, tal como @apiulo anterior, usaremos el

formalismo de Castellani [59] para definir el siguiente gader.

G =/ [Doe'oy”) +DoTo'FO + €'y + 7'M ] (5.46)
2

Asi, las transformaciones de norma en el espacio fase estias gor

S0€o = Dogo,
O0o€a = —Dag' +e'jkel,
30A)' = Dotyg',
S0Ad = —Dal'+s|A|e ke ae’,
S’y = 0,
Som® = —Qe%Dpg + 3K’ +s| A | €55,
SoN°% = —&,"(nke’ —N%Y),
SN = —26%PDyg + g, % e’ - V;\/WfoabDbﬂ +&35=3 T’
+26%%0g 3 1 + Q%% e 7. (5.47)

Las transformaciones de norma para la acciéon de BL dada$5pht) (no corresponden a los
difeomorfismos, pero estas son transformacigresdeformadas para el grupo EuclidedSe)3).
Sin embargo, es bien sabido que esta teoria es covariantdifsmmorfismos [53]; por lo que cabe
hacer la pregunta: ¢como pueden ser rescatados los difiesmas en estas transformaciones ?,
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la respuesta esta en redefinir los parametros de norma deara@myeniente coma,,' = —¢&! =
&Pe 5, 1o = —1' = &PA,!, las transformaciones de normia(8.47) toman la siguiemtegfo

Ko = A+ 2eAa +8° |uhy — A o + kA Ay 5| A kel |, (5.48)

gue corresponden a los difeomorfismos, los cuales a su vamsosimetria interna de la teoria.
Con la identificacion corrrecta de las restricciones, se&@ulevar a cabo el conteo de los grados
de libertad, el nimero de variables es(86,,A,', %, ), se encontrarom2 constricciones de
primera clas€y,°,I"°,y,IM) y 12 constricciones de segunda cldsg® =?) y se puede concluir
que la accién de BL en tres dimensiones, no tiene gradosettdiblocales por punto, lo cual define
una teoria topolégica. Como podemos observar en esta sgceid la anterior, el formalismo de
Dirac estricto es un método poderoso, pero muy largo de al&sarDe esta manera, en los sigu-
ientes capitulos mostraremos un método alternativo cdo@tmo el método de Faddeev-Jackiw, y

los resulatdos que se obtuvieron en los capitulos 4y 5 sepuddener por medio de dicho método.



Capitulo 6

Formalismo de Faddeev-Jackiw para

sistemas singulares

Como se menciono en el capitulo 2, el estudio de la dinAmicailkdmiana para sistemas singu-
lares fue desarrollada por Dirac-Bergmann| [32], la manerprdceder en el formalismo de Dirac

de manera estricta, se puede resumir en los siguientes pasos

e Se asigna a todas las variables dinAmicas su momento canmnite conjugado.
e Se identifican todas las restricciones primarias indepenes.
e El Hamiltoniano canénico y primario son identificados.

e Las relaciones de consistencia son consideradas identific@stricciones secundarias, ter-

ciarias, etc., hasta que el formalismo cierre.
e Todas las restricciones son clasificadas como restriceidagrimera y segunda clase.
e Las restricciones de segunda clase son eliminadas intesdiecel paréntesis de Dirac.

e Con las restricciones de primera clase se construye unagmrede transformaciones de
norma. Dicho generador nos debe decir como transformars todocampos en el espacio

fase.

El formalismo de FJ[41] permite analizar sistemas singglatesde un enfoque mas accesible
y sencillo que el algoritmo de Dirac-Bergman, en el fornmafisde FJ no existe la clasificacion

de restricciones primarias o secundarias, asi como de farimgegunda clase, sin embargo, llevar

68
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acabo todos estos pasos, muchas veces resulta tediosogedotaimente necesario. El formalismo
de [FJ] es un método simpléctico en el cual toda la infornmamidevante va a estar codificada en la
denominada matriz simpléctica y los modos ceros asociadizha matriz nos permiten determinar
las transformaciones de normal[42]. Esta matriz tambiérvaaspermitir determinar las restric-
ciones que existen en la teoria, pero desde un punto de \dstflerible y econémico. En resumen,
la informacidn relevante (grados de libertad, transfoiorees de norma, etc.,) que se obtiene me-
diante el esquema de la Dirac, también puede ser obtenidagmio del formalismo de FJ.

A continuacién, se enlistan algunos modelos analizadoa &tetatura mediante el formalismo
de FJ

e Sistemas con dimensiones exiral[33].

QCD [43].

La teoria de Wess-Zuminb_[44].

Super gravedad en 2D dimensiones [45].

Teoria de Chern-Simons Abeliano, teoria de Maxwell en 3Duwrotérmino topoldgica [46].

Teoria electromagnética [47].

Teoria de Yangs-Mills [48].

Entre muchos otros més [49].

6.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw

El formalismo de FJ es un formalismo que se aplica a Lagrangiale primer orden en las
velocidades generalizac@sEs importante mencionar que se puede reescribir una Lgigrende
orden cuadrético en las velocidades a una de primer drdén [62

Una Lagrangiana de segundo orden en las velocidades puagertize a una de primer orden en
las velocidades mediante la transformacion de Legendreajusa para poder pasar a la descripcion

Hamiltoniana

L=pd —H(a,p). (6.1)

Ise puede aplicar el formalismo de FJ a Lagrangianas conesdeés altos en las velocidades generalizadas [61].
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La Lagrangiana (611) puede escribirse como

LZ%(‘O‘ qi><01 ;)(3)H(q,p)- (6.2)

Mediante la introduccion de coordenadas arbitrarias paspacio fasg“(u =1,2,..2N) dadas

explicitamente por

Eu: qIJ I‘l:]‘?"‘?N?
- Pu-n M =N+1..2N,

en [6.2), la Lagrangiana queda expresada como

L= S8 i E T V(O =a g’ V(). 63)

dondefﬁ?} es la matriz simpléctica de dimensi?N x 2N. El primer término de la derecha de la
ecuacic’)n[f(B]3)aV§V es llamado uno forma candnicaay son sus componenteg(§) es llamado
el potencial simpléctico. En la ecuacidn (63} avdé" es lineal erd y ff,?,) es constante, pero
también pueden considerarse situaciones mas generalés Q‘;%no sea constante como se vera
mas adelante en las teorias analizadas en esta tesis.

En el método de FJ, dada una Lagrangiana que se pueda esgtidiforma

L =ay(§)EH—V(8), (6.4)

y considerando & como variables simplécticas, las ecuaciones de movimédmEuler-Lagrange
guedan expresadas por

V(&)

e = "5 (6.5)
donde
0)y vy O2v(Y)  Sau(X)
W 0Y) =58t~ 56 (y) (60
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La matriz ff,?,) es llamada matriz simpléctica. ﬁﬂ) es invertible, se puede resolver (6.8) para

las velocidadeg #, es decir

[f(0>]—1M.

Eu = [lpv QEV (6.7)

Por otra parte, podemos notar que el Hamiltoniano correseote a la Lagrangiana (6.7) es

VO(&). La evolucién dinamica dé&, se puede escribir como

- (0)
R U} 69

Asi, mediante[{6]7) VL (618) se pueden definir los corchetdsldmmo

(&V,eM =[] (6.9)

Sin embargo, cuandcli(o)“v no es invertible, esto significa que el sistema es singulaoryl@
tanto existiran constricciones. La forma de estudiar siggecon restricciones usando una forma
alternativa al formalismo de Dirac, fue desarrollando uxtaresion del trabajo original propuesto
por FJ, dicha extension fue realizada por Barcelos Neto y&gek[[46]. La manera de identificar
y estudiar los sistemas singulares en el formalismo sirtiptées llevada acabo de la siguiente
manera. Debido a qu[=.(0>uv es singular, entonces tendra nulidad y un rango. Si el raegé?)jes

R (R< D), entonces (), tendra (D-R) modos cerds®)T, (a =1,...,D —R). Asi, si contraemos

la ecuacionl(6J5) con los vectores nulos, encontraremasdaientes (D-R) restricciones dadas por

oV O()

Qg = () =57

=0. (6.10)
El siguiente paso es utilizar condiciones de consisterubigedas restricciones (6]10) de manera

ahaloga a lo que se hace en el formalismo de Dirac

. (9Q(O> ..
QL0 — a;; g —o. (6.11)

Por otro lado, combinandb (6.8) cdn (6.11)
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(0)z) _ VO@E)
fij E.J__ ogt 7 (6.12)

(0)
%8 =0,

y escribiendo la ecuaciéh (6]12) en forma matricial, esrdeci

e =278), (6.13)
donde
" £(0)
|
i =1 oo | (6.14)
&
y
VO (&)
Z(&) = (’g' : (6.15)

Los modos cergv))} de [6.1%), nos ayudan a determinar si el sistema presentasiaenstric-
ciones. Para conocer si el sistema tiene mas constriccgangocede de la siguiente manera, mul-

tiplicando [6.18) por los modos cefd?)}, esto puede dar lugar a las siguientes restriccionés [63]

VNI =o0. (6.16)

Debido a que las restriccionés (6.10) se deben cumpliis éstaustituyen eq (6.J16), es decir

QW = v Zy | g0_= 0. (6.17)

Esta sustitucion garantiza que la constriccion obtenidaoyaparecera en el siguiente célculo. En
el caso general, la ecuacidn (6.16) es una igualdad. Sinrgmbsi la ecuacior (6.16) no es una
identidad, se tiene que es una constriccion secundaria.

Similarmente, introduciendo la condicién de consistencia
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QW .

QW = 35 &=o, (6.18)

combinada con la ecuacidn (6112)y (6.18) se construye uvongieipo de ecuaciones lineales.
Con ayuda de este grupo de ecuaciones se puede detectangaasosaexisten mas constricciones,
el proceso finaliza cuando ya no encuentran mas constrexipasto sucede cuando las relaciones
(6.17) son identicamente cero o una iguatdad

Una vez encontradas todas las restricciones, estas sduiogm mediante multiplicadores de

Lagrange en la ecuacidn (6.4)

) _ ai(n)é(n)i "‘Qa}\a —V(”)(E). (6.19)

Por lo tanto, se puede considerar a los multiplicadores dgabgeA® como variables sim-
plécticas, como consecuencia, el conjunto de variablgsléaticas se amplia. Por lo tanto, una vez
incluidos los multiplicadores de Lagrange, se procedeaulzlla matriz simpléctica de la ecuacion
(6.19) por medio de la EE.(6.6). En consecuencia, se ohigeme&nésima matriz simpléctica

fi jn) (xy) = (6.20)

~(3"
y se puede conocer si es singular o no. Si no es singular, sk madcular la inversa de (6]20)

y se términa el procedimiento. Sin embargo, si es singulagnyo se han determinaron todas las

restricciones, se debe fijar la norma para poder invertird&imsimplécticd. De esta manera, en

el formalismo de FJ se tiene los siguientes puntos.

1. Las condiciones de consistencia de las restriccionesi@dgm dar nuevas restricciones, por
lo tanto el proceso de produccién de las restricicones s@rtaren unos pocos pasos. Se
introducen todas las restricciones obtenidas en el Lagmogimpléctico de la siguiente
manera.

L™ = aWeMi+ QA% —V(V(&). En este caso, si la matriz simpléctica asociatid’ano

es singular, termina el formalismo.

2En el sentido de la ecuacidn(6117).
3Las condiciones de norma se introducen como restricciamgs gon sus respectivos multiplicadores de Lagrange.
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2. Las condiciones de consistencia de las restriccionesi@dem dar nuevas restricciones. Sin
embargo, la matriz simpléctica asociada® sigue siendo singular. Entonces, se necesita

fijar la norma para garantizar la invertibilidad de la masimpléctical[63].

3. Las condiciones de consistencia no pueden dar nuevasgiestes, aun después de fijar el
norma como en el caso 2, el sistema sigue siendo singulama@d, se imponen nuevos
campos auxiliares analogos al formalismo BB,SéI’n este caso, las restricciones que se ob-
tienen, no son independientes a diferencia de los casos tlgndge las restricciones si son

independientes [63].

La importancia de invertir la matriz simpléctica radica e dps entradas de dicha matriz, gen-
eran los corchetes de FJ y estos, coinciden con los pa€nteddirac. La implementacion del
formalismo de FJ, se podréa observar de forma mas clara csarajgique a las acciones estudiadas

en los capitulos anteriores.

6.2 Transformaciones de Norma

Una vez encontradas todas las restriciones y verificanddagoeatriz simpléctica del sistema
sigue siendo singular, se puede determinar las transfanescde norma de la teoria de la siguiente

manera

=(0)i
20 =g% " Lol v, (6.21)

La Lagrangiana dada por_(6]21) es ligeramente diferente Lad@angiana expresada mediante
(6-19). En la Lagrangian&(6121), el conjunto de variadi€¥ no toman en cuenta a los multipli-

cadores de Lagrangé€ como variables simplécticasd?é,O> son todas las restricciones encontradas
en la teoria, por otra parte, podemos observar que la Lagrendada pof (6.19) si toma en cuenta
a los multiplicadores de Lagrange como variables simglasta diferencia de la Lagrangiana ex-

presada pd6.21]. Utlizando el conjunto?(o)i se construye una matriz no singular, que denotaremos

como f = % - %. Por otra parte, se construye una matriz simplectica queecga af y la

informacion de las restricciones encontradas [64]

4Laidea basica de este método consiste en extender el espdeise del problema promoviendo los multiplicadores
de Lagrange a nivel de coordenadas e introduciendo nueviables canonicas, que se denominan fantasmas, con es-
tadistica opuesta a las ya existentes.
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f %)
o= eor X (6.22)
—(2=)T 0

dondef es una matriz de dimensigN —M x N—-M), (i=1,....N — M)H y ‘;—% representa una
matriz de dimensiéfiN — M x M) definida como

oo 9ol Iy

g o o
so\ | B sm oy
< A) _| e e e | (6.23)
08 )iq

0" g0’ oo

GEN-M  gEN-M T gEN-M

La matriz simpléctica(6.22) tiene M modos ceros y tienendaisnte estructa

(0)
—(fij)(%2e-
Vig = (f (aa , (6.24)
—l(a)

donde el primer elemento de (6124) tiene dimengifin- M x 1) y el dltimo elemento es una

columna dgM x 1) ceros excepto en la-enésima entrada [64]

=] | (6.25)

De esta manera, las transformaciones de norma estan dadas po

SN es el nimero de variables al inicio de el analsis ydv=1,...,M) es el nimero de restricciones encontradas al
final del analisis
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(6.26)

6.3 Grados de libertad

En el formalismo de Faddeev-Jackiw, el conteo de los graedibertad se realiza de la siguiente

manera:

G.L. = Nvd—Nr. (6.27)

Donde,Nvd= NUimero de variables dinamicasNy= NUmero de restricciones. En el caso de
los sistemas que presenten simetria de norma, despueseatecketiido las condiciones de norma
adecuadas para poder invertir la matriz simpléctica y poltamer los corchetes generalizados de
FJ, las condiciones de norma son tomadas en cuenta comiodiesis junto con las restricciones

previamente encontradas en la teoria para poder realizatcelo de los grados de libertad.



Capitulo 7

Formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado
a la accion exotica

En este capitulo se lleva a cabo el analisis de FJ para un @arcimes; la primera accion gue
se analiza es la version "Abeliana" de la accion exéticaemndimensiones, que se estudio en el
capitulo 4 usando el formalismo de Dirac. La segunda acei$ita accion exdtica para gravedad
(caso no Abeliano). De hecho, para la teoria Abeliana se strar que si en el formalismo
de DiraQ se realiza el analisis sin fijar la norma y se eliminan solcsadatricciones de segunda
clase, entonces es posible reproducir los resultados @e Babajando con el método de FJ en el
espacio de configuracion como variables simplécticas. Pamparte, si en el formalismo de Dirac
se realiza el andlisis fijando la norma, y se construyen laggpondientes corchetes de Dirac, es
posible reproducir en el esquema de FJ los resultados dbtean el formalismo de Dirac, esto se
logra seleccionando al espacio fase como variables sitigaéc Ademas, también se demostrara la

equivalencia de los corchetes de Dirac con los parénteseralezados de FJ.

7.1 Caso Abeliano de la accidon exoética

Podemos observar que apartir de la accién

- 1
goticp g = /A'/\dA|+§E|JKA'/\AJ/\AK
M

+A / € Adaey, (7.1)
M

1E| andlisis mediante el formalismo de Dirac del caso Abelide la accion exdtica se incluye en el apéndice A.

e
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es posible encontrar la version Abelimm la accion exdtica y que esta expresada por

L= is““ (A Rua +1e, (dvay —drany)), (7.2)
donde A}, es el conjunto de tres potenciales de norma valuados ens gr(1), €}, es la triada y
F), = 0A, — 9\ A, es el campo de fuerza. Se procedera a realizar el analisE3)erfediante el
formalismo de FJ.
Se realiza la descomposicién 2+1 y se identifica a la Lagaaagsimpléctica de orden cro

dada por
©) _ 1 _oab, al ; | 0)

LV = 55 (ApAal +Nepéa) =V, (7.3)
dondeV(®) = —%soab(A})Fam +2/\e'0c9aeo|). Las correspondientes ecuaciones de movimiento sim-
plécticas son [41]

. (0)
©zp_ V(&)
o &= — 57 (7.4)

la matriz simpléctica‘a(\? tiene la siguiente estructura

(0) _ Oa(y)  daa(X)
f (XYy) = 38a(x) - 380y’ (7.5)

De la densidad Lagrangiara (7.2) se puede identificar lagesitps variables simplécticd$”)2(x) =
{€,,€), AL, A} y las componentes de la uno forma simplécticaa®h (x) = {1 Ae*ap,, 0, L £930A;, 0}.
Donde,&(©ay a(%), representan el conjunto de variables simplécticas. Esriamie comentar, que

en el formalismo de FJ, se tiene la libertad de elegir a laablas simplécticas; se puede elegir a las
variables de configuracion o a las variables del espacio fasébertad que ofrece el formalismo

de FJ para elegir variables simplécticas, permite podeacimiarlo con las diferentes estructuras
gue se pueden obtener en los corchetes de[Di2amo primer paso, hacia la implementacién del
formalismo de FJ, se reproduciran los resultados encadrad el apéndice A, donde se realizé
el andlisis de Dirac a la Lagrangiama (7.1) (caso Abelidambién se calcularon los corchetes de

2Para el caso Abeliano las constantes de estructura quecapae[(Z]1) son cers,jk = 0.

3La frase orden cero hace referencia a la Langrangianalicimiela que se empieza el analisis, en donde aun no se
han calculado las restricicones de la teoria y por lo tanteertea incorporado esa informacién en la Lagraniana inicial.

4Si se eligen las variables del espacio de configuracion ccamables simplécticas, los corchetes de FJ que se
obtienen son equivalentes a los corchetes de Dirac cuande fija la norma en el algoritmo de Dirac, por otro lado, si
se elije como variables simplécticas al espacio fase, Ioshetes de FJ son equivalentes a los corchetes de Dirac, pero
ahora se debe fijar la norma en el algoritmo de Dirac.
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Dirac y las restricciones de segunda clase son elimindasenando las restricciones de primera
clase.

Usando estas variables simplécticas, se construye laznsatrpléctical[(Z5), que tiene la sigu-
iente estructura

fog fog fon fon
Oy = | wd o fan fan
fng fae fan fan
g fae fan faa

donde las entradas de la matriz anterior estan dadas por

—Ne%n; 0 0 0
0 0 0
(0) _ 20y
fab (X’y) - 0 —anbr]U 0 0 (X Y) (7-6)
0 0 0 0

Se puede observar que la matriz es singular. Esto signifiesexjsten restricciones en la teoria. La
manera de calcular las restricicones presentes en la,tesnfiaediante los modos cero de la matriz
(Z.6). Los modos cero asociadog a|7.6) s«&?:))IT = (0,v®,0,0) y (vgo)); = (0,0,0,vA), donde
Vo y VA son funciones arbitrarias. Usando los modos cero, la rrsitriplécticafé? y el potencial
simplécticoV () se obtienen las siguientes restricciones

2 0 207/(0)
— [dxv 5w ()/dw (€)
/ de\f%( Ne®113058,"] — [~Ne"°nyy008”] = (7.7)
0 _ 2y o 2, 7(0)
B = [d 55 ()/dw/<a
= ‘/dZX\/A*0 r]|JFJab] [ 1 OabrluFJab] =0. (78)

A continuacién, se debe determinar si existen mas regiries| para esto, se escribe el siguiente

sistema de ecuaciones [65]

€0 = (), (7.9)
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donde
V(&)
0éa
Z(&) = 0 ; (7.10)
0
y
—A&%p5 0 0 0
(© 0 0 0 0
ab 0 0 €%p; o
o =| 22 | = 3*(x—y). (7.11)
250 0 0 0 0
98 — A% 50, 0 0 0
0 0 £%Pny0, 0

Los modos cero asociados a la maffiz(7.11)s8n)] = (dav*,v&,0,0,v},0) y (V)T = (0,0, dav® v, 0,v9).
Estos modos cero, se utilizan con el fin de obtener mas metres. De hecho se multiplica cada
modo cero por(7.10)

(VRZk=0, (7.12)

dondek = 1,2 y se puede observar que (7.12) da una igualdad, entoncés, sfigrmalismo de FJ
ya no se espera encontrar mas restriccianes [65].

Ahora, se construye una nueva Lagrangiana simpléctica optergga la informacion de las con-
stricciones obtenidas hasta el momeniol (7.7) M (7.9). Laenaade introducir las restricciones, es
mediante los multiplicadores de Lagrange, por lo tantapéhiciendog, = A' y Al = 6' como
multiplicadores de Lagrange asociados a las constricgj@meobtiene la siguiente Lagrangiana

2 = %soabAb|Ag+ %eoabeo.éng (N®g )N + (£°%,A0)0' —V D, (7.13)

dondeV(1> :V(O) |Q|<()):0ﬁ|(()):0
anza general de la teoria, justo como ocurre en RG. De eseraaie[(7.13) se puede identificar las

= 0, el potencial simpléctico es igual a cero, lo que refleja lamde

nuevas variables simplécticd8)3(x) = {&,,A', A, 8'} y las nuevas componentes de la uno-forma
simpléctica soraVa(x) = {3/, Ae"3P0,e,, 3£93A ), £93°9,A }. Por lo tanto, mediante el

uso de las nuevas variables simplécticas y las uno-fornmenpos calcular la siguiente matriz
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simpléctica
—Ne%Pn; —NAe%n;0, 0 0
Ne%2n,50 0 0 0
i (xy) = : b b F(x-y), (7.14)
0 0 —&e"n; —€7%N30s
0 0 g%an 19, 0

La matriz [Z.14) es singular. Sin embargo, como ya se meagcianno existen mas constricciones,
la no invertibilidad de[(7.14) significa que la teoria tiemaetria de norma. Por lo tanto, se deben
elegir condiciones de norma para poder invertir la matmapééctica. Eligiendo las siguientes

condiciones de norma

d = 0
A, = 0, (7.15)

esto significa qua' y 8' son constantes. Incorporando estas condiciones de noresame los
multiplicadores de Lagrang® y o, a la Lagrangiand (7.13), se construye un nuevo Lagrangiano

simpléctico
1 1 . .
L = " PmyAL A+ AP e 008 + @”+ @A + (B +a)', (7.16)

Se puede identificar el siguiente conjunto de variablesléittipasé (?2(x) = {,,A', AL, 8", @, a1}

0

y la uno-forma es dada paf?,(x) = {1Ae%g,, Q,(O) +@, 16900, Bl( )+ ay,0,0}. Usando este

nuevo conjunto de varibles simplécticas, se construyglaesite matriz simpléctica

—Ne%0p 5 Ag%30p 50, 0 0 0
Ne®%2n,50, 0 0 0 -9
Woy=| Do sk 00 iy
0 0 g%ap, 19, 0 0 o
0 o' 0 0 0 0
0 0 0 o' 0 0

Se puede observar qu‘éﬁ) no es singular, por lo tanto, la matriz es invertible. La isgede la
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matriz [Z.1T) esta dada por

*eoaon” 0 0 0 d0da O
0 0 0 0o o 0
Wayt=| O 0 e 00 Ak ey g
0 0 0 o o0 o
& -8 0 0O 0 O
0 0o d&a -§ 0 0

Por lo tanto, de[(7.18) es posible identificar los siguienteshetes generalizadas de FJ

(22,69 (W¥eo = [F2 (x )], (7.19)

se obtienen los siguientes corchetes generalizados

(€0, B W) ro = (1P )] = 1euan V8% (x ). (7.20)
(AL, AY(Y) Yo = 145 (% y)] " = Eoaon ™V 52 (x—y), (7.21)
(i), ®¥)}ep = [fi3 (% y)] ™! = 8)a8(x— ), (7.22)
(AL, ax(y)}eo = [T (% y)] ™" = 8)8a8%(x—Y), (7.23)
A 00, @) Yo = [ (6Y)] ' = 88°(x—Y), (7.24)
{6' (9, as(y) Yo = [f1 (Y] ! = 838 (x—y). (7.25)

Se puede observar que los corchetes de FJ son equivalentepaéntesis de Dirac dados en el

apéndice A. De hecho, si se considera a los corchetes de (BiE®)-(B.23) y las restricciones de
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segunda clasé (B.1L3) como identidades fuertes, entonse®iohetes de Dirac, coinciden con los
corchetes de FJ que se acaban de calcular.

Por otra parte, las transformaciones de norma de la teogha@mtexto de FJ se obtienen de la
siguiente manera. Se demostréen (I7.12) que el sistema y@senpa mas restricciones, entonces,
una vez determinadas todas las restricciones de la tezgiamddos cero de la matr[z(7]114) permiten
determinar las transformaciones de norma. Para podedaalas transformaciones de norma, se
debe rescribir la Lagrangiania (7113) de la siguiente forma

20 =gV g0ay el v,

donde el conjunto de variables simplécticas esta dadcf (ot = (&, AL), y* = (Y1 = A!,)2 =

8') son los multiplicadores de Lagrangeia%,o) = (d>§0) = QI(O),CDQO) = BI(O)) son las restricciones
encontradas en la teoria. Usando estas variables singpl&ctie construye una matriz no singular,
gque denotaremos confgp = % — g—gg, donde las uno-formas simplécticas estan dadasgaor
(3%, 1e03PA). Por consiguiente, se construye la matriz simpléctica enités de las’s

y las constricciones

A
@) _ f ( 0% )
fab (X> y) - DO\ T ’
_( 0& ) 0
donde

00" 9ol

o 2o

00”9 9ol

0 1 2
Lo | T G
9t | 00" sl
a 553 553

aq)i()) 5(13;0)

9&T 97

Se observa que la matnigﬂ) tiene modos cero y tienen la siguiente estructura [64]

— (0)
(fan) (55)

L)

Vig = (7.26)
En el caso de teorias de norma, la matriz simpléctica no weegible, sin embargo, los vectores
nulos de la matriz simpléctica son los generadores de larsate norma del sistema. Las trans-
formaciones de norma de la teoria, estan dadas por (6.3133) (6

Usandol(7.26) se calculan los modos cero de la mairizl(7.44 pptiendw)) = (d4¢', €',0,0)
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y (w)] =(0,0,0,¢",Z"). Las transformaciones de norma son

5e, = dx¢',
Sy = £,
5A!’;1 = 5azl )
an, =1, (7.27)
dondee y ¢ forman un conjunto de parametros infinitesimales. Las foam@ciones de norma

(Z.21) coinciden con lo encontrado en el formalismo de Diiguiendo con el analsis de FJ del

sistema, ahora trabajaremos con la siguiente fijacién derfaan

9%, =0,
92A! = 0. (7.28)

Utilizando esta norma junto con sus respectivos multiglicas de Lagrang@, vy ¥, el Lagrangiano
simpléctico [(7.IB) es dado por

22 = %20, A5 AL+ Ae%n el doed + QA + a2l oy + BV + 92AL g,

las nuevas variables simplécticas sp) (x) = {€},A',AL,08',0,y} y la uno-formaa®,(x) =
{%/\soabab,Qfm, %soabAm,B,(O),aae'a, d3AL}. Usando las nuevas variables simplécticas, la matriz

simpléctica que se obtiene es

—Ne%ny; Ae%Pnd, 0 0 —&9 0
Ae%2n,50, 0 0 0 0 0
Py =] O O e Eed 0 A gy
0 0 €%8n,50, 0 0 0
— 5P 0 0 0 0 0
0 0 — 5l 0 0 0

Se puede observar la matrig?, es no singular, y por lo tanto invertible. La inversafé? esta
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dada por
13 3b
0 ek 0 o &% o
1J qa
galcd 0 0 0 -&§& o
0 0 0  en¥%L 0 3%
[fa(tzn) xy)] "= 13 92 o qJ D1Z &*(x—~y(7.29)
0 0  &n"& 0 0o &
-8% 84 0 0 0 0
0 0 5% & 0 0

De esta manera, se identifican de (¥.29) los siguientes etesde FJ

(XA Mo = %sOabn 28 y)

(X, 0sN}p = —& @52(X—y),
b

(A0 W0 = ean” T8 xy),

{ALX), sV }ep = —dJ 28 (x—y).

En particular de[{7.29) se obtiefie,(x),€}(y)}ro = 0y {A4(X), A(Y) }rp = 0, donde coinciden
con los corchetes de Dirac dados por {C.5) yC.8). Es imptmtaomentar, que al elegir las
normas [(7.28) no es posible obtener todos los corchetesrde Bados por (Cl4) a (C.9). Este
hecho es debido a que el algoritmo de Dirac, al fijar la nornelige una configuracién particular
de los campos, en particular, se elige la configuracion dmtmaentos canoénicos, y este hecho no
permite en el esquema de FJ obtener el conjunto completordeetes, debido a que se utilizan
como variables simplécticas al espacio de configuracion sertoman en cuenta a los momentos.
Para poder obtener todos los corchetes de Dirac desde @SH)[IC.D), en el formalismo de FJ, es
necesario trabajar con el espacio fase como variableséitigas.

Para términar esta seccion, se lleva a cabo el conteo desgdadiibertad. Como se ha men-
cionado, en el formalismo de FJ no es necesario clasificae$dscciones en primera clase o se-
gunda clase, ya que las constricciones que se determindrf@malismo de FJ tienen el mismo
estatus. Por lo tanto, el conteo de los grados de libertdashbea de la siguiente manera, el nimero
de variables dinamicas es igual a (£, A},) y 12 restricciones independient@fo),B,(O),e'O,A{)),
entonces, G.L=Numero de variables dinamieadliumero de restricicones 12 —12 = 0. Por lo

tanto, se llega a la conclusion de que la accion exética Aheliiene cero grados de libertad, por lo
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tanto, es una teoria topolégﬁa

7.2 Coordenadas candnicas como variables simplécticas

En esta seccion, se andliza la densidad Lagrangiana ddda §€d), por medio del formalismo
de FJ, pero se trabaja con el espacio fase como variablestiogs. A partir de[(7]3) se puede
identificar a los momentos canénicos conjugada, p?) de (A),, €, ) dados por

1
nla = EgoabAbh
AN
= &% (7.30)

Usando los momentos canonicos en la Lagrangiana (7.3), tenelel siguiente Lagrangiano
simpléctico

2O — @Al 4 ppd ), (7.31)

dondeV(©) = —2A{ 9,1 — 26, 3, p?. Ademas, se puede identificar el siguiente conjunto dehlasa
simplécticast (V3(x) = {€,, p?, €, AL, 1, Al } y las componentes de la uno-forma simplécticas son
a4(x) = {p?,0,0,7%,0,0}. Usando estas variables simplécticas, la matriz simpkets

0 —6%8% 0 0 0 0
8,05 0 0 0 0 0
) (xy) = ° o0l UV exey) (7.32)
0 0 0 0 —6%8% 0
0 0 0 &%0'; 0 0
0 0 0 0 0 0

Se observa que la matriz(7132) es singular, esto signifieaqiel sistema existen restricciones.
La manera de obtener estas restricciones es con los mododeckr matriz[(7.32), los modos cero
estan dados pqn/g)))lT = (0,0,v%,0,0,0) y (vg(’)); = (0,0,0,0,0,v"), dondev® y v son fun-

ciones arbitrarias. De esta manera, al igual que el anédiaizado en la seccion pasada, mediante

SEntendiéndose como aquella que no tiene grados de libextalis por punto.
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el uso de estos modos cero se obtienen las siguientesciestes

Q) = /dzx(v(o));(x)ié T /dzyv(o)

_ / A2V () [~ 20a P > [~20P%] = O, (7.33)
y
o = [dwwe 555()/‘d2yv<°><5>
- / A2V (X) [~ 20a 78] — [—20a7F] = 0. (7.34)

Se observa, que las constricciones obtenidas](7.33) V)(t8#esponden a las constricciones se-
cundarias calculadas en el formalismo de Difac](B.9).
Se debe determinar si existen mas constricciones en lat¢ania hacer esto, se procede de la

siguiente manera [65]

£E5 = 2,(8), (7.35)
donde
v (&)
o&a
Z(&) = 0 , (7.36)
0
y
0 —0%,8%, 0 0 0 0
50,05 0 0 0 0 0
(0) 0 0 0 0 0 0
ab
0 0 0 0 03,87, 0
fo = | 27 | = o 3(x—y). (7.37)
9¢8 0 0 0 0 0 0
0 20,09 0 0 0 0
0 0 0 0 20,07 0

La matriz [Z37) tiene los siguientes modos céud))] = (20,v*,0,v%,0,0,0,v*,0) y (V)] =
(0,0,0,Zdav“,o,v%,o,v“). La contraccion de los modos cend!) ) con [Z.36) nos permite deter-
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minar si existen mas restricciones, esto es

(V) Z | =0, (7.38)

Q(0)7e|<0):0

conk =1,2. Se observa que la €c.(7138) es una igualdad, entoncesrila e presenta mas restric-

ciones.

Se construye una nueva Lagrangiana simpléctica, que nerienformacion de las restricciones
que se han calculado, los multiplicadores de Lagrarigep' permiten introducir las restricciones

(Z.33)y [7.34)
20 = AL+ ppe, - A + e —v O (7.39)

el potencial simplécticyy ™ = Vv(©) _,=0escero. Se puede identificar de la Lagrangiana

0 o
I ¥

(7.39) las siguientes variables simpléctidd8?(x) = {e,, p?,A', AL, 7, p'} y la uno-forma sim-

plécticaaV 4(x) = {p?, 0, 2 p?, 770, da7?}. Utilizando el nuevo conjunto de variables simplécticas,

se construye la siguiente matriz

0 —0%,87, 0 0 0 0
3°,0'; 0 —20'30, 0 0 0
Wy =| 2% 0 ) ! U sxy). (7.40)
0 0 0 0 —5%,6%, 0
0 0 0 5,05 0 —28'30,
0 0 0 0 —208Y 6 0

Se puede observar qdéé) es una matriz singular. Sin embargo, no existen mas cotisties, la
singularidad de la matriz (7.40) significa que la teoriagméssimetria de norma. Para poder invertir
la matriz [Z.40), es necesario elegir condiciones de nosmaligen como condiciones de norma a
02, = 0y 92A, = 0. Incorporando estas condiciones de norma, mediante |apliuaidores de

Lagrangeq y 6 ala Lagrangian&/.39)), se construye una nueva Lagrangiana simpléctica

L@ = A, + pRe, + (20apP)A + (20a1)p" + (0%€h) @ + (9°AL) 6. (7.41)

de [Z.41) se puede identificar, a las nuevas variables sitigaéé @' (x) = {€,, p?, A" AL, . 0", @,6}
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y la uno-forma simpléctica® 5(x) = {p?,0,20,p3, T, 0,20, 1%, 026, 02AL }. Se construye la sigu-

iente matriz a partir de las nuevas variables simplécticas

0 —6%,0% 0 0 0 0
540" 0 —26'30, 0 0 0
0 —267,0y 0 0 0 0
0 0 0 0 —63,07 0
2 |
0 0 0 0°,0'; 0 —20'30,
0 0 0 0 —267 0 0
—0' 10 0 0 0 0 0
0 0 0 3300 0 0
La matriz simpléctica(7.42) es no singular y su inversa @atk por
2 -1
15 )" =
0 5 5(aP L&S”;) 0 0 0 0 -5l %az
—&Y, (8% — "%‘Za) 0 159, g—; 0 0 0 0
0 715'35—2 0 0 0 0 75'353—‘2
0 0 0 0 5" 3(8Pa Lg”;) 0 0
0 0 0 -8 <aab:’g;;"‘> 0 —100 % 0
0 0 0 0 715'35—2 0 0
-~ 0 18 0 0 0 0
0 0 0 -39, %’z 0 189 312 0

de [7.43), se puede identificar los corchetes de FJ, que destiéxs por

18709, &7 ) beo = [145 )]

Los corchetes de FJ entre las variables simplécticas, espasados por

b
(00, B3 )}ro = 85(8% 201 5(x ).

0,0°
-Ie

{AL(X), () }rp = 8'3(8% )0(X—Y),

{ei(x).&(y)}rp =0,

_5J|aa

S O O O O o O

0

_5JIaa

S O o O

s(x—y), (7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)

(7.47)

&% (x—y[7.42)
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{Aa(),A5(¥)}rp =0, (7.48)
{pF (), PS(¥)}rp =0, (7.49)
{m?(x), 75 (y) }rp =0, (7.50)
a J 1 Jaa
{PI(X), A" }rD = — 58 70X V), (7.51)
J 1 Jaa
{709,p(y)}rp = =5 &' 550 (x= ), (7.52)
(9. B W)}eo = —3 8 25 8(c—y). (753)
00 85(9) Yoo = 38} 25 6(x). (7.54)
(00 @)}eo =~ 50 y). (7.55)
(AL, 85) )0 = 3} 22 5(x— ). (7.56)

De esta manera, se puede observar que los corchetes de ¢idemicon los corchetes de Dirac
gue se calcularon en el apéndice C (ver apéndice D) expresad§C.4) a[(C19).

Por lo tanto, se finaliza esta seccién con algunos comestas® reproducen los resultados
obtenidos por el método de Dirac desde un enfoque difereste;es, mediante el formalismo de
FJ. En particular, el formalismo de FJ permite obtener lagioicones de la teoria y se demostro

gue los corchetes de Dirac son iguales.

7.3 Caso no Abeliano de la accion exotica

En esta seccion, se realiza el andlisis de la accion exétisa,no Abeliano. A partir de la accion
(Z.1), se puede identificar la siguiente Lagrangiana sictipk

20 = goabp Al 50 AL + Ae%3bp, el goel — V(O (7.57)
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donde el potencial simpléctico es dado WP = —2£°3n,5 [FIqp + Sk eXeb] Ag' —2Ae%3n 3D 8 €).
Se puede observar, que a partir de (7.57) la identificacidasieariables simpléctica®?3(x) =
{e,,€), AL, Al y la uno-forma simpléctica® ;(x) = {Ae%gy,0,£°3A;, 0}. Utilizando las vari-

ables simplécticas y las componentes de la uno forma sitigzlése construye la siguiente matriz

—2Ae%Pn; 0 0 0
0 0 0 0
(0) _ 20y
fab (X7y) - 0 0 —Zsoabrm 0 5 (X y)a (758)
0 0 0 0

donde se observa que la matfiz (7.58) es singular, estocgqfie existen restricciones. Al calcular
los modos cero de la matriz (7158) se obti@ﬁé: (0,v%(X),0,0) y Wl((o) = (0,0,0,w™(x)), donde
VA y V& son funciones arbitrarias. Tal y como se ha analizado endlesianes anteriores, se
contraen los vectores nulos con la variacién del poteniigbléctico, y se obtienen las siguientes
restricciones

(0 _ / 2 J / 23\ (0)
Q"7 = [dx d 3
| 55 SE0R() WH(E)
= /dZX\F|0 (x) [—ZAsoabrm Daeoj] — {—2/\503%3 Daeoj] =0
0 _ 20 (ONT L/ 27 /(0)
Y = [dxw >a<x>55(0)a 5 ] W
2 Oab J /\ Oab A J
= /d XV\A)(X my |F ap+ 28 KLeaeo ma ab+§5 KLe§et =0
se puede identificar, a las siguientes constricciones

QY = 27&"n;Da6,” = 0,

N
B = 26", {FJab‘f‘ EEJKLe};elﬁ} =0.

Cabe decir, que las constricciones encontradas mediafmenglismo de FJ corresponden a las

constricciones secundarias calculadas con el método de (ver 4 capitulo y ec.(4.13))

fup €% = Z(&), (7.59)
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los modos cero dé (7.59), son expresados por

(VT = (3 + €' ) ANV + &' 3 eVB v 0,0,V VA),
(VT = (0,0, 02V° + €' 3 ANVA + Ag' eV VA VA VB, (7.60)

Es facil mostrar que los modos cefo (1.60) no conducen a mticogones. Ahora, se construye
una nueva Lagrangiana que incorpore la informacién de fagaeiones que se acaban de calcular,
esto se hace de la siguiente manera, se introducen los lcatiipres de Lagrang&', 8' asoci-
ados a las constriccionésl(o) andB,(()) en la Lagrangiand (7.57), entonces se obtiene la siguiente

Lagrangiana a primer orden
2 = g%, ALaoAL + A" yehdoed + (f)A" + (B8 —v . (7.61)

Podemos observar, que el potencial simplécticd =V (©) | = 0, esto refleja, que la

Q”=0,8"=0
teoria presenta covarianza general, justo como Relatividaeral.

Partiendo dd{7.61), se identifica al nuevo conjunto de blasssimplécticag (V2(x) = {e,,A' AL, 6',}
y la uno-forma simpléctica® 4(x) = {A&%®Pgp,, Q) £%3bA, 3. Mediante la implementacion

del nuevo conjunto de variables simplécticas, se obtieriglaente matriz,

1)
fab (X> y) -
—2Ae%30p —27\e%30(ny 38 + 813k AX ) 0 —2/\e%30g 3 e
2Ne3(y 300 — €13k AK) 0 2Ny 0 & (X - y)
0 —2N\e%8bg —2¢%30n,, ~26%30(1)30, + 813k Al ) ’
—2/\e%2g 5 K 0 26%3(1, 302 — £13 AS) 0

(7.62)

La matriz fe(lé) es singular y ademas el sistema no presenta mas restrigscipoelo tanto, la no
invertibilidad de[(7.6R) significa que el sistema tiene sifaede norma. Eligiendo las condiciones

de norma temporal

introduciendo estas condiciones mediante los multipboaside Lagrang@, a en la Lagrangiana
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(Z.61), entonces se obtiene una nueva Lagrangiana sincpléct

£® = ghaby Al g0 AL+ Ae0n el doed + (Y + @)A + (B + 1)

Se identifica a partir dE{7.53), el nuevo conjunto de vaembimplécticag 2(x) = {&,, A", AL, 8" @, a1}

(7.63)

y la uno-forma simpléctica®5(x) = {Ag%bey Q* + @, %A, B + a1,0,0}. Usando el

nuevo conjunto de variables simplécticas, se obtiene lassite matriz

2
fa(b> (X7 y) =

—2Ae%0n;4 —2Ae%0(ny 385+ &1k A ) —2Ne"30g e 0 0
2Ae%3(ny 302 — £k AX) 0 —2Ne%3g g eff 0 -§ 0

0 —2\e%¢) 3 e —26030p, 5 —26930(n 3 3y + £13K AY ) 0 0 52 (X o )

—2/e%2g 5, 0 26908 (1), 39 — &3 AK) 0 0 -5 Y)s
0 3 0 0 0
0 0 3} 0 0
(7.64)

la matriz f;ﬁ)

no es singular, por lo tanto, se puede calcular la invershadnversa esta dada por

[F2 oy =

2 €0apn™ 0 0
0 0 0
0 0 €0ab3 1"
0 0 0
(80— & kA) -3} —NeYkel
—& kel 0 (9% —a'kAf)

de la matriz inversh(7.65) es posible identificar los caehele FJ, que estaran dados por las en-

tradas de la matriz (7.65)

0
0
0
0
0

|
,6;'

—(8}0a+€' )k AX) —&! ke
5 0
—Ae! kel —(8}0a+£' jkAK) 2
0 5 0 (X - y) ;
0 0
0 0

(7.65)

1
ﬁEOabrluéz(X_y)»

%EOabrluaz(X_Y)7
(8302 — €' 3kA) 3% (x—Y),
(830a— €' 3kAT) 3% (X~ ),
—&' ek 5% (x—y),
—Ne' el (x—y),

&8 (x—y),

5% (x—y). (7.66)
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Es importante sefialar, que los corchetes de FJ coincidetosaue se obtienen mediante el for-
malismo de Dirac y estan reportados enl [66](capitulo 3, 66)).( Estos resultados también son
parte de la contribucion de esta tesis y los resulatdosriyaublicados eri[66]. Por otra parte, si se
introducen los momentos

o= Ae"n,e),
7= %A, (7.67)

los corchetes dé (7.66) adquieren la siguiente estructura,

(0. 8o = 5o (x-y),
A0 AW = seen 8 (x-y),

0B = B85y,

A0 B0 = a5 x—y).

A
{3, PW)}ep = Esoabnuéz(X—y),

FX.BWIro = 52 ms(x-y) (7.68)

Se puede notar, que los corchetes de FJ, coinciden con tosla®ichetes de Dirac reportados
en [66].

Con toda la informaciéon que se ha obtenido, se puede reaizeonteo de los grados de li-
bertad, el nimero de variables dinamicasiZge,,Al,) y 12 restricciones dadas por el conjunto
(Q,(O),BI(O),A{),e'O), al realizar el conteo, se puede observar que la teoria ¢ieneegrados de liber-
tad. Por otra parte, ya para concluir esta seccién, se agdeulas transformaciones de norma de la
teoria, para obtener las transformaciones de norma sdaralos modos cero de la matrlz(7162),

donde los modos estan dados por,
(W(1>)1T = (0a£' + EIJKA;-]lEK + SIJKe§ZJ>EI 0, ZI),
(W(l))-Zr = (Ov‘EI?aaZI + EIJKA;ZK +/\£|JKE§EJ7 ZI)

De acuerdo al formalismo de FJ, los modos cgw!))] y (W) son lo generadores de la

transformacion infinitesimas de la accién (7.57), y estatodaor
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del(x) = Dae'+¢'keld?,
deh(x) = doe',

SAL(X) = Dal' +Ae'jkele’,
SAL(X) = 00"

Se llega a la conclusion de que el formalismo de FJ es un méttetaativo al algoritmo de Dirac
para analizar sistemas singulares. Por otra, el enfoqué tiere la ventaja de evitar la clasificaciéon
de las restricciones, esto es importante, ya que muchas &aad analisis de Dirac, la clasificacion
de las restricciones es una tarea muy complicada, cabe anancjue los resultados obtenidos en

este capitulo fueron publicados énl[67] y es una parte denligiloocion de esta tesis.



Capitulo 8

Formalismo de Faddeev-Jackiw aplicado

a la accion de Bonzom-Livine

En este capitulo se lleva a cabo el andlisis de FJ para una pacibnes; la primera accion que se
analiza es la version "Abeliana" de la accién de BonzomnreviLa segunda accion, es la accion de
Bonzom-Livine (caso no Abeliano). De hecho, para la teokialiana se va a demostrar que si en el
formalismo de Dirzﬂse realiza el analisis sin fijar la norma y se eliminan sél@adatricciones de
segunda clase, entonces es posible reproducir los ressiltiedDirac, trabajando con el método de
FJ en el espacio de configuracion como variables simpléctiRar otra parte, si en el formalismo de
Dirac se realiza el andlisis fijando la norma, y se constragedbrrespondientes corchetes de Dirac,
es posible reproducir en el esquema de FJ los resultadasiaddesn el formalismo de Dirac, esto
se logra, seleccionando al espacio fase como variabledésitigas. También se demostrara la
equivalencia de los corchetes de Dirac con los parénteseralezados de FJ.

8.1 Caso Abeliano de la accion BL

En esta seccion se estudiara la acdion (8.1) que represergesion Abeliana dé(5.111) mediante
el formalismo de FJ, en esta seccion se trabajara en el esfmcbnfiguracion, donde las variables

simplécticas estan dadas gex,,€,)

IE| andlisis mediante el formalismo de Dirac del caso Abeljate la accion de BL se incluye en el apéndice D.

96
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belianagp o / 2¢ AR [A] + NAA + VJ/ d Ade

) /anbKV?IT ) ab'+<v Allb/\|+elb>Aa'+< JJ’—I o >Tab'
+< V'y—' +A'b>éa] ©.1)

La densidad Lagrangiana correspondiente a la accion Alzeti@ Bonzom-Livine [BL][(811) es

dada por

< = soabK \?‘F/\_’Jre()) Fab|+<y 'A’L/\’—Fel[))Aal—F(@e{)"‘A{))Tabl
+< sVIAI '+Ab> ea] (8.2)

Se utilizara la siguiente convencion respecto a la me8ijiga-diag(1,1,1) y E012="2 = 1. Fyp =

02Ab1 — bAal Y Tabl = Fa€01 — Ob€al.
La densidad Lagrangiana puede escribirse de la siguienterma

20 :anb[<y\/‘T+éo>Aa +< ‘/—éo+Ab>

donde el super indic®) en la Lagrangiana, hace referencia a la Lagrangiana inesalecir, la

(8.3)

Lagrangiana con la que se empieza el analisis, i.e., tanpoiede entenderse de la siguiente man-
era, como aquella Lagrangiana donde aun no se ha introdlzcidfbrmacion de las restricciones

presentes en el sistema. El potencial simpléctico estapado

V(O = _goab [(y AO;_A | +e{)> Fabi + (—V"eo +A0> ] : (8.4)

La correspondiente ecuacion de movimiento simpléctica es

(0 b _ v (&)

ab - aEa ’ (85)
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dondef Y (xy) = g%((yx)) — g—?‘%. El comjunto de variables simplécticas esta dado por

§03(x) = {e,, ), AL, A}, (8.6)

y las componentes de la uno forma simpléctitd, son

S+/| A
a%,(x) = {anb(#ab +Aij+b), 0, %30 App+€p),0}. (8.7)

1
VVIA

Una vez identificada la uno forma simpléctica, se puede nons siguiente matriz simpléctica

—2e%3Q5; 0 —2e%3bg; 0
0 0 0 0

£ (xy) = 5 (x—y), (8.8)
a _2EOabaJ 0 —250abB6|J 0
0 0 0 0

Podemos observar que la matfiz {8.8) es singular. Estdfis@mjue en el sistema existen restric-
ciones. Los modos cero de la matriz {8.8) estan dados(\fé%?ﬂlT = (O,VG'O,O,O) y (vg)))} =
(0,0,0,\/“\')), dondev® y VA son funciones arbitrarias. De acuerdo al formalismo de?EJds

modos cero de la matriz (8.8) sirven para encontrar laseesines de la teoria

o= | d2x<v<°>>;<x>55%)a(x) [,
— /dzxv"ﬂ') (X)€% [Fapi + QTapi],

_ / a2 (x) Q. (8.9)

5 .
0 = /dzx(v(o));(x)m/dzyV(o)(f),

- /dzxv%(x)soab[BFam + Tani],

— [ dxP00p, (8.10)

Se puede observar que las constricciones[(8.9,8.10) dagemediante el formalismo de FJ, son
iguales a las restricciones secundarias obtenidas medihatgoritmo de Diracd [68]. Se utiliza el

método modificado de Faddeev-Jackiw para calcular si exisées restricciones en la teofial[63,65].
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Usando la condicién de consistencia analoga al formalisenDichc-Bergmanr [32]

Flol
Ea

0 = ga—o, (8.11)

para deducir nuevas restricciones.
Combinando[(8]5) com (8.111),se tiene

£ gb _ aVOE)
a;bm).a o¢% 7 (8.12)
-82=0.
Se puede reformular (8.12) como
£ €0 = Z,(8), (8.13)
donde
—2Q¢e%bg ;0 28033, 0
0 0 0 0
f(()) _280ab5” 0 _2B80ab5|J 0
= o | = S(x—y), (8.14)
e 0 0 0 0
2Qe%0559, 0 2e%b559, 0
260305350, 0 2B&%30F;0, 0
y
VO (&)
z(&) = % |. (8.15)
0

Se puede obervar que la mat(iggf) de (8.1%) no es una matriz cuadrada, pero tiene modos
linealmente independientds)T = (d,v*,v%,0,0,v*,0) y (V)T = (0,0,d,v%,v™,0,v%). La
Multiplicacion de () por (V)] da cero, ya quévi))T es un vector nulo de la matriz(8]14).

Multiplicando de nuevo el modo cefe!))] por ambos lados de la ecuacién (8.15), nos conduce a

mas restricciones

vz =o.

(8.16)
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Sustituyendd(®) = 0 en la ecuaciér (8.16), se obtiene

(Ve Z g0 o= 0, (8.17)

Tal sustitucion garantiza que las restricciones obtenidagpareceran en el siguiente calculo. Si
la ecuacion[(8.17) es una identidad, entonces, no existenreséricciones. Sin embargo, si la

ecuacion[(8.17) no es una identidad, se tiene
QW = viHIz, =o, (8.18)

gue es una constricciéon secundaria en el formalismo de Find&era similar, se introduce la

condicién de consistencia

£2-0, (8.19)

Con la ayuda de estas ecuaciones uno detecta paso a pasonsasagstricciones, donde el
proceso finaliza, hasta que no haya nuevas restriccioneshtesrga la identidad como en el caso
de la ecuaciér (8.17). Se prueba que la ecuationl(8.17) end#lonque se esta analizando es una
identidad, esto quiere decir, que no hay nuevas restriesigrel procedimiento de implementar la
condicion de consistencia para obtener nuevas restrigsifimaliza.

Luego, en el siguiente paso, se introducen las restricicf8)(8.10) mediante los los multipli-

cadores de Lagranga', p'), en la Lagrangian@ (8.3) para construir una nueva

g(l)zsoab[<y\?%/\—|+el)>'é‘al+< \/|— '—i—Ab)ea

OA 4+ 89—V, (8.20)

1) — () _ e
dondeV \ \Qm) 260550y Agy - Qa1 )0, 5026955 B3+ Day )0 0, el potencial simpléctico en
la etapa final de las iteraciones reflejan la covarianza gedera teoria, al igual que en RG.

También se consider®' y p' como variables simplécticas. Las variables simplécticasraer

orden y las componentes de la nueva uno forma simpléctiéa datlos por

W) = {,ALA, p'}
aly(x) = {Oabs” e|b+A Oab(daAb|+Qdaeo|),s°ab(y Ab + ), 26%2°(B3aAp) + 2801 }-

(8.21)

[ A
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La forma explicita de la nueva matriz simpléctica es

—2ananJ —2anbQ5|J db —2anbaj —2anbaj db

269030 5 59 0 2e°b3% ;9. 0

fa(lg(x,y) = A0 &30 5% (x—y). (8.22)
—2e%30%;  —2e0b¢;9, —2e%30B8; —2¢%30B;0,
269033 19, 0 26038350, 0

La matriz [8.22) es todavia singular. Ademas, no existe &bfwlad de obtener nuevas restric-
ciones, debido a qué(!) = 0. Por lo tanto debidos a las consideraciones hechas en tllogppag.
73, este sistema presenta simetria de norma. Debido a gsteels presenta simetria de norma, se
tiene que que elegir alguna condiciéon de norma para podertinia matriz simplécticd (8.22). Se
elige la siguiente norme, = 0 y A} = 0, para lo cual se introducen los siguientes multiplicadores

de Lagrangep y 6, para construir una nueva Lagrangiana

g<2>:goab[<y Ab;_/\|+e'o> Aa.+< V|A|e'0+Ab> .

+(Q” + A + (B +a)p'.

(8.23)

Las variables simplécticas de segundo orden y las compemdata nueva uno forma simpléctica

"a" estan dadas por

EPx) = {ehA!, 9|,AL7PI a},

s\/ A
aP,(x) = {£%3¥( e|b+A 269203, A0 + Qdaen) + 6,0, 6°0(— 2 1 g,

anb(ﬁdaAm + daen1) + 1,0}

A partir de la informacion contenida €n (8124), se obtienauleva matriz simpléctica
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—280ab95|3 SoabQéu ab 0 _280abd‘:I 280ab5|J ab 0

2Q¢%025 50, 0 —od, 29254, 0 0

0 o' 0 0 0 0

2 J
fa(lb)(x’y) = 0ab 0ab 0ab 0ij B
—2g0ab5 ;. 2g0abg,5, 0 —2e0Bg; 2¢0iBg, 0
250ba53 Op 0 0 2EObaB 030, 0 —5‘]|
0 0 0 0 o'y 0
52(X_y)7 (825)

las derivadas parciales se deben tomar respecto a la earalidespues de realizar un calculo
tedioso para determinar si la matiiz (8.25) es o no singstatlega al resultado de que la matriz

(8.28) es no singular, y entonces podemos deducir la matzsa, la cual esta dada por

Z(Bg—l) €0ab0" 0 05)0a _m%ab&;l 0 0
0 0 5'3 0 0 0
J J
(158 (xy)] ™ = ld Oa ) -9 0 ) 0 ) 0 I0
—sEapland”’ 0 0 gmgpEand” 0 3)da
0 0 0 0 o o
0 0 0 50, & 0
&*(x=). (8.26)

Por lo tanto, a partir dd_(8.26) es posible identificar losiigigtes corchetes generalizados de
FJ [41]
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@yt P _ y
{0, 8y} = [fnz (%.y)] 1—msoabfwfsz()(—w—mfoab5lj52(X—Y)7
A0AMes = (1000 = gra e 80 y) = S erand82(x-y),
{ALX).8y)}r0 = [fi?(x,y)]1=msowé”wx—y)=—2(Si2y2)80ab6”62<x—y>.

(8.27)

DondeQ y 8 son definidos como

Sy/| N\ 1
Q:||7 B =

y vVINT

Es importante comentar, que los corchetes generalizadbd deinciden con los obtenidos por

medio del formalismo de Dirac que se encuentran en el ap@mlitasta este punto, se tienen
los corchetes generalizados de FJ solamente entre lablearidel espacio de configuraciones,
por lo tanto, no se tiene aun la estructura completa de lahetgs que se obtienen mediante el
formalismo de Dirac. Entonces para poder solucionar egtogdgr obtener apartir de los corchetes
generalizados de FJ toda la estructura de los corchetesai#ienen mediante el formalismo de
Dirac, se procede de la siguiente manera, si hacemos urfinieide de los campos mediante la

introduccion de los momentos dados de la siguiente forma

pf = %Ay + Qey),
® = &"(ey +LAy).
(8.28)

Los corchetes generalizados de[EJ(B.27) nos sirven de beselgtener la siguiente estructura
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(€00, BBW)}ro = 5 BB ),
(P09, P30 = 5 2708, 8% ().
(AL, T} = 505818 (x ),

(PR, TBY) o = 52008387 (X~ Y).

(0. () }ro = 2

: anbéu 52()(_ y)

(8.29)

8.2 Coordenadas canonicas como variables simplécticas

En esté seccion se estudiara la acdion (8.1) mediante edfismo de FJ, pero ahora se trabajara
con variables del espacio fase como variables simpléc[&2is De esta manera, a partir de la

ecuacionr?, p?') se puede identificar a los momentos candénicos conjugados,de, )

AdA +s4/| A€ Andg

/Soab[<y?|T+eo> ab.+<%+e'b>%+<s\/?' +A )Tabl
+< \/F' —I-A|b> ea|]

La densidad Lagrangiana del modelo abeliano de [BL] esta dad

Z = s°ab[< A +eo> abl+<yAlb +e'D>Aa|+< v|/\|e'0+A0>Tab|

SAbelian[A, g = /26' NRIA] +

VIA [ A
+< |A|eg+Ab>ea] (8.30)

Se utiliza la siguiente convenci@,,=diag(1,1,1) y &= = 1. Fapi = 6aPoi — GpAal Y Tabl =
0a€1 — Oh€al-
La densidad Lagrangiana es reescrita de la siguiente manera
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20) = goab [( A +e'o> Aal + (—S v J/A |e'0+A'b> e | -V, (8.31)

ZVARAY

donde el super indic€ significa, que es la lagrangiana inicial dada jhor (8.30) g selha ree-
scrito de manera conveniente para la implementacion deiismo de FJ. El potencial simpléctico

esta dado por

| TN
V{0 = _goab [<7V AO‘_A ‘ +e})> Fabi + (#e}ﬁr%) Tabl] : (8.32)

Los momentos candnicos son obetnidos a partir de

0.7 0.7
“oA T e,

a
|

la forma explicita de los momentos canénicos son

pf = %Ay + Qey),
= £%%ey 4 BAY).
(8.33)

De las ecuacionés 8133 se despéja, €, ) y se reescriben dichas cantidades en términos de los

momentos candnicos

(8.34)

Entonces, se tiene

TRAL+ pPel, — 2 = —2A[0aT — 264, 0a PP (8.35)
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Por lo tanto, la densidad Lagrangiana de orden cero es
2O = A + pre, Vv (8.36)

El potencial simpléctit/ () esta expresado como

V(O = _9A 9,13 — 26}, dapP. (8.37)

Una véz identificados, la densidad Lagrangiana y el potksaigpléctico, el siguiente paso es

escribir la correspondiente ecuaciéon de movimiento siotigk que esta dada por

(00 NVIE)

8= =5z (8.38)

dondefég)(x,y) = gg‘g% — g?";((’;%. El conjunto de variables simplécticas provenientes deala L

grangiana a orden cerio (8136), son

§0a(x) = {e, pf, &), AL, T, A} (8.39)

Las componentes de la uno forma simpléctica son

a%,(x) = {p?,0,0,7%,0,0}. (8.40)

Una véz identificadas las variables simplécticas y las compes de la uno forma, se calcula la
matriz simpléctical(8.38), dicha matriz tiene la siguiciotena

0 —-0%,87, 0 0 0 0
o0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

£ (xy) = & (x—y), (8.41)
ab 0 0 0 0 -85 0
0 0 0 0%,0'; 0 0
0 0 0 0 0 0

Se observa que la matriz (8]141) es singular. Los modos cela matriz [8.41) sor(vgo))lT =
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(0,0,v"«'),0,0,0) y (vgo)); = (O,O,O,O,O,VA!)), dondev® yvA") son funciones arbitrarias. De acuerdo
con el método de FJ[63], los modos cero sirven para podeneblas contricciones primarias de

0 = /dzx(v(m);(x)% [awore)
= /dZX\ﬁ) 2aapl

- Q%= _20,p2 =0, (8.42)

la teoria

0 = / dzx(v(o));(x)&s%)i(x) / d2pv(©)
- / d2xv (x) [~ 20, 7§,
S 0" = —2au =0, (8.43)

se puede observar que las restricciohes [8.42) y|(8.43)gsales a las restricciones secundarias
obtenidas mediante el formalismo de Dirac.

Se utiliza el formalismo modificado de FJ para determindrsseema presenta mas restricciones
[63,65]. Usando la condicion de consistencia descrita 8hdbaloga al metodo Dirac-Bergmann
[32]

(0)
S (0) 0Q,
Q" = afa Ea (8.44)

para deducir nuevas constricciones.
Combinando la ecuaciéh (8138) con la ecuacion (8.44), serabt

(b _ V@)
o (’f (8.45)
dQ Ea

Se puede reformular la ecuaci@n (8.45) como

1§E9 =2o(8), (8.46)
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donde la matriz simpléctica esta dada por

0 —6%8) 0 0 0 0
550" 5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0
- = 000 0T Yy ea)
e 0 0 0 6P,07, 0 0
0 0 0 0 0 0
0 20,67, 0 0 0 0
0 0 0 0 20,67, 0
y
NVO(E)
Z(§) = aéa : (8.48)

los modos cero de la matr(zflf})) estan dados pdv)] = (28,v*,0,v%,0,0,0,v*,0) y (V)] =
(O,O,O,2dav“,0,vA<'>,0,v“). Estos modos cero, se utilizan con el fin de obtener masaasties.
De hecho, para realizar el calculo de la siguiente resficse utiliza la contraccion de cada modo
cero con la matriz dada pdr (8148) [65]

vz =o. (8.49)

Sustituyendd(©) = 0 en la ecuacior (8.49), se obtiene

(V)¢ Ze [go—o= 0. (8.50)

Tal sustitucion garantiza que las restricciones obtenidaapareceran en el siguiente célculo.
Si la ecuacién[(8.49) es una igualdad, entonces, no exisanr@stricciones. Sin embargo, si la
ecuacion[(8.49) no es una igualdad, se tiene

Q) = (vi){z; =0, (8.51)

en el formalismo de FJ la restriccidn (8.51) se le conoce casiwiccion secuendaria. De manera
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similar, se introduce la condicidn de consistencia

. 000 .
Q) = 553 £3=0. (8.52)

Con la ayuda de estas ecuaciones uno detecta paso a pasonsasagstricciones, donde el
proceso finaliza, hasta que no haya nuevas restriccioneslytsega la igualdad como en el caso
de la ecuaciér (8.49). Se prueba que la ecuationl(8.49) end#lque se esta analizando es una
igualdad, esto quiere decir, que no hay nuevas restriceipre procedimiento de implementar la
condicion de consistencia para obtener nuevas restrigsifimaliza.

Luego, en el siguiente paso, se introducen las restricic{®d2)[(8.48) mediante los multipli-

cadores Lagrangg\',p') en la Lagrangiand (8.86) para construir una nueva Lagraagia

L0 = TP, + pfe, + (20ap7)A' + (20a7)p" —V O, (8.53)

dondev® =v(©) !aama:qaapla:(): 0, el potencial simgitico en la etapa final de las iteraciones refle-
jan la covarianza general de la teoria, al igual que en RG.

De acuerdo al formalimos de FJ, se deben considekarygp' como variables simplécticas. Las
variables simplécticas a primer orden y las componentea dadva uno forma simpléctica estan

dados por

§W3(x) = {e, p. A" AL R, 0'},
ala(x) = {pR,0,20.p2, 1,0, 20,1} (8.54)

La estructura de la nueva matriz simpléctica es

0 —50%d 0 0 0 0
840" 0 —26'30% 0 0 0
Wxy=| 2000 0 0 0 5%(x—y), (8.55)
0 0 0 0 —3%%7 0
0 0 0 840" 0 —26' 10
0 0 0 0 —28g¢ 0

la matriz [8.55) es aun singular. Ademas, no existe la gl de obtener nueva restricciones,
debido a qu&/ (V) = 0. Por lo tanto este sistema presenta simetria de norma. ®aljde el sistema
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presenta simetria de norma, se tiene que que elegir algumeic@in de norma para poder invertir
la matriz simpléctica[{8.55). Se elige la siguiente nofid, = 0 y d2A, = 0, para lo cual se

introducen los siguientes multiplicadores de Lagramge6, para construir una nueva Lagrangiana

L@ = 1AL+ pPe, + (202pP)A" + (20a1)0" + (0%€,) @ + (97AL) 6. (8.56)

Las variables simplécticas de segundo orden y las compesdatia nueva uno forma simpléctica

estan dadas por

E(Z)a(x) = {e!';U p?ﬂ)\la(naA!’;U nlaap|76|}7
a?,(x) = {p?,0,20,p7, 0%€,, 11,0, 20, 7%, 0AL}. (8.57)

A partir de la informacion contenida €n (8157), se constiaygueva matriz simpléctica

0 —6%,07 0 —8% 0% 0 0 0 0

840" 0 —26'30% 0 0 0 0 0

0 —207 0 0 0 0 0 0

(D xy) = -0'95 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —0%,07 0 I NUA

0 0 0 0 8P40'; 0 —28';0%X 0

0 0 0 0 0 —25" 0 0

0 0 0 0 -3, 0 0 0

x &% (x—y).

(8.58)

Las derivadas parciales se deben tomar respecto a la earaBlespues de realizar un calculo
algo tedioso para determinar si la matfiz (8.58) es o no &ngse llega al resultado de que La

matriz [8.58) es no singular, y entonces podemos deduciatezinversa, la cual esta dada por
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b
0 5'5(8° %) 0 75'3% 0 0 0 0
a
—8%, (8%, "%‘;) 0 —16"|é—§ 0 0 0 0 0
151 P 111
0 &% 0 -85 0 0 0 0
—6%%% 0 %6%?‘2 0 0 0 0 0
b
0 0 0 0 0 6'3(5%—%) 0 75'3%
0
0 0 0 0 ~8% (8% — 5-) 0 ) S LRE 0
1510 1 5l 1
0 0 0 0 0 . -48'3%; 0 -48'5
0 0 0 0 -5 ?bz 0 189 E]Z 0
2
x 3%(x—y). (8.59)

Por lo tanto, a partir dé (8.59), es posible identificar Igmigntes corchetes generalizados de
FJ [41]

(82,62 (W) ¥ep = [F2 (x y)) . (8.60)

Los corchetes de FJ entre las variables simplécticas, son

b
(09, B0 = (1 ()] = 8'5(8% — 2975 (x—y), 861)
b
(A0, B o = [ ) = 85(8% 20\ 5(x ), 862)
{eh(0). 8o = (1 xy) " =0, (8.63)

(AL, ALY Yo = [F2 ()] =0, (8.64)
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{P(x). PB(y)}rp = 1) (x.y)] 7 =0, (8.65)
(M), W) ep = (£ (xy)) ' =0, (8.66)
(001 Weo = [ )] = 8 T 80x-y), 867
(R00.0° Wleo = (12 ) = 58 280x- ), (860
', @) o = (17 ()] = 58 230 y), (8.69)
{9, 850 beo = [ (xy)] ™ = — 38 = 8(x-) (8.70)

(0. @0 = 1206y = -8 2 5(x ) 871)
(L0080 o = (12 06y)] ™ = 8 25 5(x ). 872)

El resto de los corchetes generalizados de FJ son cero. Camdpd(8.611)£(8.66) con el resultado
obtenido mediante el método de Dirac (ver apéndice E), serebt

b
(i), P3(Y) o = [15 (x,y)] ' = 8 5(8% — a""D—az)é(X—y) ={(0.Py}p,  (8.73)
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(i), @ )}ro = [ (Y] " =0 = {eh(x), 8 ()}o, (8.74)
(PP, B3 }ep = [f53) ()] = 0 = {p(x). BS(y)}o- (8.75)
{ALC), TB(Y) }ro = [£5 (x y)] " = 8'5(8% — "g‘ibw(x—y) = (A9, BY)}o,  (8.76)
{AL09, ALY Yro = [ (x y)] ' = 0 = {AL(), AY(Y) o, (8.77)
{09, (W)} = 1 (¢ y)] ™ = 0 = {7#(x), B(¥) }o. (8.78)

8.3 Caso no Abeliano de la accién BL

En este capitulo se realizara el analisis de la accion de Ba par [5.111) mediante el formalismo
de FJ.
La accion propuesta por BL es dada por (5.17) [39]

S[A € =S[A g+ %/é[A, d.
(8.79)

Al realizar la descomponsiciéon del espacio tiempo de laéacE.79), se puede identificar la

siguiente densidad Lagrangiana de orden cero dada por

20 = 2g030n, e A 1+ Be%3n 3 ALAL + Qe%%Pn, el el — v (@) (8.80)
donde
A
VO = oty | (e + BAY (S o e eleh) + Qe+ A)Da| . (88D)

Se definen los siguientes parametfbyg 3
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SRVARAY 1

Q= ., B= . (8.82)
y YVIA|
Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange obten&l&8.80) son
. (0)
0z V(&)
fap'é" = ~gEa (8.83)
donde la matriz simplécticia;g) tiene la siguiente estructura
da dag(X
70 (xy) = 22lY) _ 92a(X) (8.84)

583(x)  3&B(y)’

Se puede observar, que de la Lagrangianal(8.80) es poshlichr las siguientes variables sim-
plécticast (V3(x) = {€,, &, AL, Al } y las componentes de la 1-forma g6/ ,(x) = {Q&£%%Pey,, 0,262y, +-
BsoabAbl,O}-

El conjunto de variables simplécticas es representadd 5ty las componentes de la 1-forma
simplécticaa(?) ,. Es importante comentar, que en el formalismo de FJ, seladitertad de elegir
como variables simplécticas a las variables de configunazia las variables del espacio fase. La
eleccidn del conjunto de variables simplécticas, ya seagf@cio de configuracién o del espacio
fase, conlleva a la construccion de diferentes corcheted fmalismo de FJ y para establecer
la equivalencia con los corchetes de Dirac, se debe tenaregriecalgunas consideraciones que se
mencionaran mas adelante de esta seccion.

Como se menciond anteriormente, se debe tener en cuentasalgonsideraciones para estable-
cer la equivalencia entre los formalismos de FJ y Dirac. [eonglo, si se seleccionan alas variables
del espacio de configuracién como variables simplécticaa &armalismo de FJ, entonces, en el
formalismo de Dirac se deben eliminar las restriccioneseggirsda clase, manteniendo solo las
restricciones de primera clase, esto equivale en el atgorite Dirac a no fijar la norma, al hacer
esto, se puede demostrar que los corchetes de Dirac cainmitielos obtenidos en el método de
FJ. Por lo tanto, usando el conjunto de variables simpkstia matriz[(8.84) tiene la forma
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o Tog fom foa

Oy = | &8 Tag Tan Tom |y )
g fae faa fan
e e faa faa

desarollando las componentes de la matriz anterior, senabti

—2Q¢g%bp,; 0 —2¢%bp ;0
0 0 0 0
£ (xy) = & (x—y), (8.85)
—2€%0n,; 0 —2B&%Pp; 0
0 0 0 0

la matriz S|mplect|caf6(lb), representa una matriz singular de dimendi@x 18]. El hecho de
gue la matriz[(8.85) sea singular, implica que en el sistexisiem constricciones. Para determinar
las restricciones, se necesita calcular los modos cero aetiaz [8.85), donde, los modos cero
estan dados pc(wgo))lT = (0,v®,0,0) y (vgo)); = (0,0,0,VA). V& y A son funciones arbitrarias.

Usando los modos cero y el potencial simplécti¢® se obtienen las siguientes restricciones

o = /&m@gm—%%—/&wm

= /dzxﬁ) £%30n 5[ (F? ab+s g Y eleh) + QDaey),

— —2e"%p, {( ab+3%5JKLe§e|5)+QDaer} =0, (8.86)
B = [ a0 g WO,

— —/dZX\A’( )2€%30, 5 [B( ab+s|/2\ elx eleh) +Daejb]

—  —26%ny, [B( ab-i-S%SJKLegela)—i-Dae‘]b] =0, (8.87)

por lo tanto, se identifican las siguientes constricciones

Ql(o):2£°abn|3 [( ab +s—£ Lekeb) +QD ejb} =0,
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7AN
B = 2¢%p B(FJab+S%EJKLe§eb)+Daer -0

estas restrcciones corresponden a las restriccionesdsg@msencontradas mediante el método
de Dirac y que se calcularon en el capitulo 5.
Es sencillo demostrar que el sistema ya no presenta magicoiostes. Para realizar esto, se

construye la siguiente matriz que nos permitira determsnan el sistema existen mas constric-

ciones[[63]
£ €0 = 75(8), (8.88)
donde
V(&)
gza
Z(¢) = 0 ; (8.89)
0
y
—2Qanbr]|J 0 —250abrIIJ
0 0 0
fﬁ(lg) 0ab 0ab
(1) aQ) —2e7%n; 0 —2B€%bp,,
foo = %0
9B 0 0 0
“Afb
9% 280ab(QI')|Jda—8|JK(QA§+S‘ N\ ‘ e*;)) 0 280ab(l')|3(9a—8|JK(A§+Qe}a<))
2£%30(1),3 05 — €13k (AX + QX)) 0 2e%(Bn;0,— gk (BAK +€X))

x &% (x—y). (8.90)

Los modos cero de la matriz (8190)

(V(U);r = (55(93V)\ +SIKJA§VA,55VG:’,—S‘A’EIJKe};,O,d;V)\,O),
(VU)); = (—SIJKQ};,O,%%VB—|—E|KJA§VB,55\/°‘{),O,5}VB).

Estos modos cero son usados para obtener otras restrieciéa® se realiza, mediante el célculo

de la siguiente contraccién [63]

S o O o O O
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v)ize=0, (8.91)

dondec = 1,2, se obtiene dé (8.91) una igualdad, por lo tanto, en el fasmal de [FJ] no apare-

cen mas restricciones.

Ahora, vamos a construir un nuevo Lagrangiano simpléctimapntiene la informacion de las
restricciones obtenidas €n (8.86)y (8.87). La forma en &lgs restricciones se deben introducir
para construir la nueva lagrangiana es mediante los nicéifores de Lagrang® =A' y A, =6/,
donde, la nueva lagrangiana tiene la siguiente estructura

2 = 2%0n, ;e AJ 1 B0 ALAL + Q%% yebed + VA" + B V8! v, (8.92)

podemos observar que el potencial simplécitd = V() | =0, esto refleja, que

Ql®—0,89—0
la teoria presenta covarianza general, justo como en RGa Beuacion[(8.92) se puede identi-
ficar las siguientes nuevas variables simpléctg®8(x) = {€,,A',AL,0'} y la 1-formaa(©),(x) =
{Qelabg, Q) 26030, 1 Belaba, BV} Utilizando las nuevas variables simplécticas y la nueva

1-forma, se calcula la siguiente matriz simpléctica

1) _
fab (X7 y) -
—2my —2(Qn13 8 + &3k (QAX +5| A | &) —2my —2(m30 + &k (A +Qef))
—2(Qm30a— a3k (QAF +5| A | &K)) 0 ~2(Qn130a— a3k (A +QeK)) 0
-2y —2(My B+ ek (A +Qef)) —2Bmy —2(Bmadh+ &1k (BAS +€f))
~2(Mmyda— ek (A +Qek)) 0 ~2(Bmyda— &k (BAK +€5)) 0
x 03052 (x —y). (8.93)

La matriz simpléctica‘ég representa una matriz singular [d@ x 18]. Donde las filas y columnas

llevan el siguiente ordere,,A' AL, 8'). Por otra parte, se comento que no se encontraron mas
restricciones en la teoria, por lo tanto, la no invertibitidde [(8.98), esto significa que la teoria
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presenta simetria de norma. Por lo tanto, se elige la siguigacion de norma como restricciones

AX) = 0,
e(x) = 0, (8.94)

por otra parte, se introducen los multiplicadogey a,, asociados a las fijaciones de noma (B8.94),
para construir una nueva lagrangiana simpléctica. La nlagvangiana simpléctica esta dada por

£? = 2600 ¢ AJ 1 Be0aby  ALAY 4 002 sl &l + () + @A + (B + a6, (8.95)

por lo tanto, podemos identificar el nuevo conjunto de vigmbimplécticag ?2(x) = {&,,A', AL, 0", @, a;}
y la 1-forma simpléctica®),(x) = {Qe%%a,;, Q\”) + ¢, 26%bey, + Be030Ay B + ay,0,0}. Uti-

lizando las nuevas variables simplécticas se construyiguarse matriz simpléctica, que esta dada

por
@) _
fab (X7y) -
—2Qny —2(Qn13 8y + 813k (QAX +5| A | &) 0 —2my —2(m30+ &k (A +Qef)) 0
—2(Qm30a — &3k (QAK +5| A | &) 0 -8 —2(Qm30a— &k (A + QX)) 0 0
0 ) 0 0 0 0
—2my —2(Mydh+ a1k (A +Qef)) 0 —2Bniy —2(BMy b+ &1k (BAS +6f)) 0
—2(m39a — &K (A +Qek)) 0 0 —2(BN1yda— a3k (BAK + X)) 0 -5
0 0 0 0 ) 0
x 03052 (x —y). (8.96)

(

aﬁ) representa una matriz no singular @ x 24], por lo tanto, la matriz

La matriz simplécticaf
es invertible. Donde las filas y columnas tienen el siguerdera(e,,A' AL, 8' @, a;). La matriz

inversa de[(8.96), esta dada por
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oy 19 19 oAk Y 19 gl
2\/W(s—y2)£03b6 0 330a — € JkAR 2(57y2>€0ab5 0 &l ke
0 0 5 0 0 0
50— & kAR -3} 0 —s|Alg ke 0 0 52 (X— y)
¥ 19 _ I syV/IAL 1 15 ol AK :
z(sfyz)fomﬁ 0 s|A e ke 2(57%)503h5 0 0)0a— € kAR
0 0 0 0 0 5
—g ke 0 0 Fap—e kAL -a) 0

(8.97)

por lo tanto, apartir dd (8.97) es posible identificar loxhetes generalizados de FJ, que estan
dados por

@R8I = 5o e S x-y)

A, 8W) o = —ﬁsmé”a%x—y),
L )

{40, @()}r0 = (830a— €' 3kAR)*(x—Y),

{ALX),a3(V) ko = (830a— €' kAR) S (X—Y),

{(¥),a5(y)}rp = —¢€'ikeh,

(AL, @0 = —S|A|e e,

Ax,@aW}o = & (x-y),

{6'0, a5} = & (x—y). (8.98)

Es importante comentar, que los corchetes generalizadbd deinciden con los obtenidos por
medio del formalismo de Dirac, presentado en el capitulo &. offa parte, si se introducen los

momentos, que estan dados por

\Y | A SOab

y
me = 2e%ny(e’ +

me = s r]IJeoJ7

1

— A 8.99
2y T ) (8.99)

los corchetes generalizados de[FJ (8.98), tienen la siguésiructura
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(a0 a0 = 5o~ 98%0 98 (x-y).

(@a0.Es0o = G T s )

(400 P50k = fyf )

(Ao a0 = b 8%,8:5x-).

N L ]

M%00.M%(}o = ﬁs_yznueoawa—y),

A olo = 5 e (x-y),

(a0 Mso = 5 83580y,

Wao s = M g0ty

{2 (x),M°3(y)}p = %S_SyzrmeoabaZ(x—y). (8.100)

Se puede observar que los corchetes generalizados[de ®J)(&dinciden con todos los corchetes
de Dirac que se obtuvieron en el capitulo 5.

Una vez obtenida todas las restricciones de la teoria, dsi@osalizar el conteo de los grados
de libertad del sistema, esto se realiza de la siguiente naxaekenimero de variables dindmicas
(€}, Al) es igual al2, el nimero de constriccione{@fo),Bl(o),A'O,e'O) es igual a 12, al realizar la
diferencia entre el nimero de variables dinamicas y el ndrderrestricciones, el conteo de los
grados de libertad es igual a cero.

Para concluir este capitulo, se realizara el célculo datstormacion de norma de la teoria, para

esto, se calculan los modos cero de la mdiriz (8.93), doagdenddos cero estan dados por

(W) = (—8)0a0%(x—y) — &' kAR 82 (x— y), 8} 6% (x— y), —Ne' 3 ek 82 (x — y), 0),
(W) = (—&' kK 8% (x—y), 0, — 8} 0282 (X — y) — &' 3k AK 8% (X — ), 8} 8% (X — Y)).

De acuerdo con el formalismo de FJI[64], los modos ¢ef8)] y (w))J son los generadores de
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las transformaciones de norma infinitesimaled de [8.80)anatadas por

deh(x) = —Dag' 4 e,

deh(x) = doe',

OAL(X) = —Dat' +s|A|ejele’,

SAY(X) = 00" (8.101)

De este modo, al usar el formalismo de FJ, se ha podido calasl&ransformaciones de norma.
Dichas transformaciones de norrha (8]101), se calcular@h eapitulo 5, mediante el formalismo

de Dirac.



Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo, se realizé el andlisis Hamiltoniano detallde la accién exdtica y de la ac-
cion de Bonzom-Livine, por otra parte, se implemento un fdismo alterno al método de Dirac
para analizar las acciones para la teoria de relatividaerge8D con constante cosmoldgica antes
mencionadas, y se mostré que mediante del formalismo de ffakéde reproducir la informacién
obtenida en el método de Dirac. En el analisis realizado dedsbn exética y de la acciéon de BL
mediante el formalismo de Dirac estricto, debido a que eldistde ambas acciones se realizo en
el espacio fase completo, las teorias presentan un corjlentestricciones de primera y segunda
clase, y fue identificada la estructura completa de dichsidgeiones. Cabe mencionar que encon-
trar la forma de las restricciones de primera y segunda ekgea tarea muy complicada y tediosa.
Una vez hecha la clasificacion de las restricciones y eredmtia forma completa de ellas, se de-
terminaron las correspondientes transformaciones deanguara la accién exética se encuentra la
transformaciém\-deformada de Poincav&ISO(2,1) y en el caso de la accion de BL la transfor-
macion/-deformada para el grupo Euclideafd SQ(3); los difeomorfismos son obtenidos de la
simetria de norma fundamental. Por otra parte, tambiéntg&neh los corchetes de Dirac para cada
una de las teorias mencionadas anteriormente, donde mostue la estructura de los corchetes
de Dirac de la accién ex6tica son no conmutativos y que el da constante cosmolégica no
puede ser evaluada en cero debido a que da lugar a una sidgdlarnivel de los corchetes de
Dirac. Lo mencionado previamente puede relacionarse gmaalalogo al del problema de Lan-
dau, donde se puede identificar a la cosntante cosmolégica oo tipo de campo magnético y el
campo con la coordenada no conmutativa. Ademas, es importanteior@ar que la accién

exotica difiere de la teoria de Palatini; en la teoria de iPalas corchetes de Dirac presentan una

1El campo relacionado con la triada.

122
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estructura conmutativa entre las variables dinamicas griatante cosmolégica puede ser valuada
en cero sin presentar algun tipo de singularidad como puerde en[34]. Por otra parte, el analisis
realizado a la accion de BL, como ya se menciong, tiene lanasigcuaciones de movimiento que
la accion de Palatini, sin embargo, al igual que la acciétiexédespués de haber realizado el for-
malismo de Dirac estricto, se encuentra que los corchetBga@eentre las variables dindmicas "A"

y "e" son no conmutativo. Es importante mencionar que uriss@revio de la accion de BL desde
el punto de vista de el espacio fase reducida en [39], no@idasimetria de norma fundamental ni
tampoco se obtienen las restricciones completas. De esiranse hace énfasis en que es necesario
realizar un analisis de forma correcta y completa medidrteraalismo de Dirac estricto.

El formalismo de Dirac estricto nos da una descripcion cetaptlel sistema bajo estudio, su
implementacion es un trabajo extenso y complicado. Clangenge deben desarrollar todos los
pasos de otro modo, los resultados obtenidos no son conthsye Por lo tanto, debido a estas
complicaciones es conveniente usar un esquema altermpate/mos de una descripcién completa
del sistema. En este sentido, en esta tesis se utilizé ebfammo de FJ para analizar a la accion
exotica y a la accién de BL; por completez se incluyeron témbina version Abeliana de las ac-
ciones mencionadas anteriormente. Se calcularon los g@eldibertad, las transformaciones de
norma de cada una de las acciones y sus respectivos corgeetslizados de FJ, encontrando
gue la informacién obtenida coincide con los resultadossgusbtienen mediante el formalismo de
Dirac estricto. Cabe mencionar que parte de los resultadienidos ya se encuentran publicados
en [66/67]. Para establacer la equivalencia entre los etestde FJ y los paréntesis de Dirac, se
observa que si en el formalismo de Dirac no se fija la normaelstsicciones de segunda clase son
eliminadas mediante los corchetes de Dirac, entonces,s#sgoeproducir la estructura completa
de los corchetes de Dirac utilizando en FJ el espacio de cmafigpn como variables simplécticas.
Por otra parte, si en el método de Dirac realizamos el agdljahdo la nhorma y construimos los
correspondientes corchetes de Dirac, entonces, en el lienmeade FJ es posible reproducir los
resultados obtenidos en el método Dirac, pero ahora lo tegeatilizando coordenadas de el espa-
cio fase como variables simplécticas. Con la implementad& formalismo de FJ se establecio la
manera de obtener la estructura completa de los corchetesatjpados de FJ y que son totalmente
equivalentes con los corchetes de Dirac. Es importante ior@ardo anterior, ya que en la literatura
no se da una forma clara de como obtener toda la estructurpletante los corchetes de Dirac
mediante el formalismo de FJ. En este sentido nuestro trabagstra como obtener mediante el

método de FJ los resultados que se esperan en el formalisBioagde



Apéndice A

Variedades Diferenciables y Campos
Tensoriales

En este apéndice se van a introducir los conceptos y nonteraslabdasicas referentes a var-
iedades, espacios topoldgicos y formas diferencialeswugreri utlizados en esta tesis [52].

Los espacios topoldgicos son la estructura mas generahaprelpodemos trabajar y constituyen
la forma mas simple que debe tener una variedad, es decivanigglad debe tener al menos la
estructura de un espacio topoldgico. A veces tenemos lalelgae todos los espacios con los que
trabajamos estan equipados con una métrica, sin embamoaess siempre el caso, de hecho, los
espacios métricos forman un subconjunto de las variedaldssmriedades forman un subconjunto
de los espacios topoldgicos.

De forma abstracta un espacio topoldgico es un conjunto Xinarcoleccion adecuadade sub-
conjuntos (llamados abiertos), donde adecuada signifiedageoleccion de subconjuntos abiertos

satisfacen los siguientes axiomas:

i El conjunto vacio 0y el conjunto total X pertenecen. a
i La union arbitraria de abiertos también pertenece a

iii Lainterseccion finita de abiertos es también elementn de

A.1 Variedades Diferenciables

En esta seccion se expondran nocionnes basicas referevagedades diferenciables. El con-

tenido de esta seccidn sigue principalmente [52] y [69].dees punto de vista intuitivo, podemos

124
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decir que una variedad diferencial es un espacio topoldgica@imente homeomoriB al™ Es
importante la aclaracion que el homeomorfismo es local ygpgede suceder que dos variedades
sean localmente homeomorfas y, sin embargo, no lo seanligiebe. Un ejemplo de estos es la
esferaS’ inmersa eril®, que es localmente homeomorfald pero no globalmente ya qu# es
compacto YR? no lo es. Este homeomorfismo local entre una varied@d"ypermite asignar a cada
punto de la variedad un conunto de m nimeros llamdos coaltderacales.

Cuando M no es globalmente homeomoérfical'd, puede ser necesario introducir varias co-
ordenadas locales. Por lo tanto, es posible que aun punta dibdad le corresponda varias
coordenadas locales. se requiere que la transicion de endetmda a la otra sea suave. Este re-
guerimiento permite desarrollar el calculo usual en un&glad. Es de crucial importancia notar
gue la eleccién de las coordenadas es completamente aabigq@arte de los requerimientos basicos
de continuidad y diferenciabilidad. Esto se correspondg hien con los principios de la Teoria
General de la Relatividad, como veremos mas adelante.

Definicion 1. M es una variedad diferenciable m-dimensian{#2]

1. M es un espacio topolégico

2. M tiene una familia de pargsU;, ¢;)}, donde{U;} es una familia de abiertos que cubren M,
o sealJ;Ui = M. ¢; es un homeomorfismo dé es un abierto d&/ ded™.

3. DadosU; y U; tales queUiﬂUj +0, el mapay;; = ¢i¢j71 de d)j(UiﬂUj) ad)i(UiﬂUj) es
C>(infinitamente diferenciable).

Al par (U;, ¢;) se llamacarta mientras que toda la familidJ;, ¢;) se llamaatlas. A los abiertos
U; se les denominantorno coordenadq mientras que a las funciongs se les denomin#un-
cion de las coordenada® simplementeoordenadas Las ¢; son representadas por m funciones
{X(p),....x"(p)} y a esta familia también se le denomit@ordenadadel punto p. Generalmente
se denomina coordenada x para referir al punto cuyas camdesrsor{x!,...,x™} a menos que se
usen varios sistemas de coordenadas. De (ii) de la defirics&npuede decir que M es localmente
euclidea. En cada entorno de coordenadjaM se ve como un abierto d&™ cuyos elementos son

{x ..., XM},

ISean X y Y dos espacios topoldgicos. Un mapeo £5XY es un homeomorfismo si es continuo y tiene un inverso
f~1: Y — X que también es continuo. Si existe un homeomorfismo entreYX se dice que X es homeomérfico
a Y y viceversa. El homeomorfismo f: X Y es local cuandx € X,3U abierto tal quex € U y f:U—f(U) es un
homemomorfismo entre U §/(U) [52]
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SiU; yU| son tales queliU; # 0, entonces dos sistemas coordenados son asignados aoin pun
p € UiNU;, entonces (iii) de la definicion 1 asegura que la transic@éurdsistema de coordenadas a
otro es suavéC™). El mapag; asigna m al mismo punto p y siendo la transicion de x a y cyfne
xH(y), dada por m funciones de m variables. La trasnformacion deleoadas” = x*(y) es de la
forma explicita del mapg; = d)id)j‘l. Entonces, la diferenciabilidad queda definida en el sentid
usual de célculo en™: la transformacion de coordenadas es diferenciable sifocadaonxH (y) es
diferenciable respecto a cada variayfle De manera, arbitraria, las coordenadas usadas variaran de
manera suave. Sila union de dos afds;,¢i)} y {(Uj,¢;)} es otra vez un atlas, entonces esos
dos atlas se dicen que soompatibles La compatibilidad es una relacion de equivalencia y estas
clases de equivalencia reciben el nombre de estructunzddi@ble. Se dice también que dos atlas
mutuamente compatibles definen la misma estructura difizigle en M.

Se puede considerar también variedade con borde. Si uni@gppolégico M puede ser cu-
bierto por una familia de abiertd$, siendo cad&)j homeomorfo a un abierto del conjuritd” =
{(xL,....,xM) € OM| x™> 0}, M se dice que es unariedad con borde

A.2 \ectoresy Tensores en Variedades

Seaf : M — N un mapa de una variedad M de dimensién m a otra variedad N dmdiém n. Si
se toma erp € M, una cartgU, ¢) y sobre N la cartdV, ¢) tal quep U y f(p) € V, entonces se
obtendra la siguiente representacion de coordenadas

pfe1:0™— O (A.1)

Si se escribep (p) = {x*} y @(f(p)) = {y'}, y= ¢f¢ ! es una funcion vector valuada de m
variables. Siy = ¢f¢ !, o simplementg/ = fV(x*), esC™ respecto a cadg” se dice que f es
diferenciable en p o exn= @(p). Uno puede probar, usando la definicion 1, que la diferefiiciat
de f es independiente del sistema de coordenada escogidoptaa la variedad M como para la
variedd N.

Definicion 2. Sipf¢ ! esC®, es invetibles y su inversa tambi€f entonces f es udifeomor-
fismoy se dice que M es difeomorfa a N y viceversa, denotadovperN. f se dice que es un
difeormorfismo local si Vp € M, JU,V abiertos tales que € U € N con f: U— V un difeomor-
fismo.

De la definicion 1 y 2 se puede observar que una variedad ddi@tgde m dimensional es lo-
calmente difeomorfa &™. EIl conjunto de difeomorfismos f:M+» M es un grupo denotado por
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Dif(M). Si se toma un punto p en una cafla, ¢) tal que¢ (f(p)) = x*(p) y bajo f € Dif (M),
p se mapea d(p) € U cuyas coordenadas serduif (p)) = y*(f(p)) entonces y es una funcion
diferenciable de x. Esto es el llamdo punto de vista activardetransformacion de coordenadas.
Si, por otro lado(U,¢) y (V, @) son cartas que se solapampy U NV entonces el mapa— y es
diferenciable por (3) de la definiciéon 1; este es el llamda@udie vista pasivo de la transformacion
de coordenadas. Se deninira ahora dos mapas espacialesdaegrva y la funcion.

Definicion 3. Sea una variedad dimensional m-dimensional

i Unacurva abierta es un mapa : (a,b) — M, donde(a,b) € O es un intervalo abierto tal que
a < 0 < b, donde se ha incluido @ por conveniencia y a (b) puede ses(+). En una
carta(U, ¢), una curva(t), t € (a,b) tiene una representacion dn coordenadas com@c:

0:— O™ Sielmapaes: S — M se dice que es urairva cerrada.

i Una funcion f es un mapa f: M [, donde en una cari®, ¢) la representacion coordenada de
f estd dada pof¢~—!: 0™ — O la cual es uan funcién real de m variables. El conjunto de

funciones suaves en M se denota p@).

Habiendo definido el concept de curva y funcion en una vadiddlase puede definir el concepto
de vectores tangentes en dicha variedad. Sea una curigab) — M cona < 0by una funcion

f:M— 0. Latasa de cambio di(c(t)) ent = 0 a lo largo de la curva es

df(c(t))
—at lt=0 (A.2)
En términos de coordenadas locales, esto es
af _ dx(c(t))
(W)(T) lt=o0 - (A.3)

Por lo tantod f(c(t))/dt ent = 0 se obtiene aplicando el operador diferencial X a f, donde

dxt!(c(t))

X =XHK(a/ox"), conxt = it li=o -

(A.4)

Entonces,
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d f((;:t(t)) o= XH(3F /ax") = X[f]. (A.5)

Definamos & = XH4d/dx* como un vector tangente a M gn= ¢(0) en la direccion dada por
la curvac(t). EN realidad, lo que se hace es definir una relacién de equisial de curvas en M de
la forma

(i) ci(0) =c2(0)=p

(ii) ax! (cy(t)) o= dx (ca (1)) l—o

dt dt

y, entonces, curvas que se encuentran en la misma clase idaleqgia definen el mismo oper-
ador diferencial X.

Todas Iss clases de esta relacion de equivalencia de curyas #1, es decir todos los vectores
tangentes en p, formanun espacio vectorial llamesgfgacio tangentde M en el punto p, denotado
por T,M y siendoe, = {d/dx*} una base de este espacio vectorial llamaatse coordenadaun
vector Ve T,M se escrib&/ =VHe, y es independiente del sistema de coordenadas elegido. Esta
independencia permite encontrar la transformacion dedasienadas del vector. Sea p;N\U;,
x=¢i(p) ey= ¢;(p). Asi se tiene para X T,M,

17} Sy 0
OxH oyH’ (A-6)
ESto muestra, usando la regla de la cadena, que
~ 0y“
“: V—
XH =X R (A.7)

Por supuesto que la baseTi#no tiene por qué se;, sino que puede ser cualquier combinacion
fi = Af'e,, dondeA = A" es una matriz invertible, 0 sea’GL(m,R). A las bases tipd f;} se les
llama bases no-coordenadas.

Ahora, sienddlyM un espacio vectorial uno puede considerar su espacio dudeosr el espacio
de las funcionale, que los fisicos llaman esoacio cotangente en p, denotadd . A un

elementow € T;M se le llamavector dual, vector cotangenteo uno-forma. Un ejemplo de una

2Dado un espacio vectorial V, a las funciones-\1 se las llama funcionales de V y uno puede demostrar que este
espacio es, a su vez, un espacio vectorial.
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uno-forma es la diferencial de una funciéa F(M). La acccién de un vector V en f &§f] =
VH(af/oxt') € O, entonces la accion def € TYM sobreV € T;M es

, 0f

(@fV) =V[f]=VH

(A.8)

En las coordenadas= ¢ (p), se tiene una expresion patd = (df /dx*)dx*. Por lo tanto, es
natural tomafdx} como una base dg;M teniendo

J oxH [
<dX“’W>_W_6V' (A.9)
Una uno-formaw arbitraria se puede escribir como
W= wydxt, (A.10)

siendowy, las componentes d@. Al igual que se hizo para los vectores, se pueden deducir
las transformaciones de componenteswlde un sistema de coordenadas a otro. Para un punto
peUinNuj,

w = w,dx = w,dy’, (A.11)

conx = ¢i(p) ey = ¢;(p). Utilizando el cambialx” = (dx*/dy") se tiene

~ oxH

Con esto, uno puede definir un producto inte(o T;M @ T,M — [ definido como

(V) =w,VH({dx, % = w,VH. (A.13)

Hay que notar que este producto interno esta definido entneector y un vector dual y no

entre dos vectores. Para definir una producto entre dosrgece necesita introducir una métrica
a la variedad. Asi como el producto interno es un objetoiblligye asigna a una uno-forma y
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a un vector un real, se puede pensar en objetos multilinealesisignen a g elementos §eM
y a r elementos d&,M un real. Estos objetos se llaman tensores de (ipo) y el conjunto de
los tensores de tipég,r) en peM se denotan comdr,. Tomando las basex#} paraT,M y

{9/dxH} paraT,M, un elemento d&?,(M) se escribe como

17} 17}
- "Wi..\r axul e axuq

dx’-..dx”, (A.14)

SiendoT, "+ las componentes de T en esta base.

A.3 Formas Diferenciales

Las formas diferenciales es la herramienta utilizada pesarollar el calculo exterior. Este, es
un formalismo matematico potente que permite no solamesttéb@ los tensores con una menor
cantidad de indices, sino que hace mas explicita la indeperal de ciertos objetos respecto a
un cambio general de coordenadas, ya que en este formalistnabsja con indenpencia de un
sistema de coordenadas particular. Estas caracteristcasompatibles con la RG vy, por ello, no
es de extrafiar que el calculo exterior resulte de gran adiljphra describirla. Ddo un elemento

w € T?, se puede definir una operacion solree la siguiente manera

Pw(Vh R ,Vr) = w(Vp(l), e ,me ), (A15)

dondeV; € ToM, P € S, el grupo de simetria de ordéat rSe dice quaw es totalmente anti-
simétrico siPw = SqP)w, dondeSgP) es el signo de la permutacion R1(si ésta es par y-1 si
es impar). Se dice también quees totalmente simétrico cuanéew = w. Ahora se puede definir
una forma diferencial

Definicién 4. Una forma diferencial o una r-forma es un tergmtipo (0,r) totalmente anti-
simétrico.

Se puede definir el producto cufia de r uno-forma como el ptodeasorial totalmente anti-

simétrico de la forma

3para el contenido de esta seccion, se puede pensar el grajpoalda de orden & como las permutaciones de una
coleccion ordenada de r elementos.
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dxtt AL A dX = Esdx“ww Q... dxten. (A.16)
Pe

Se puede ver quext A ... Adx es lineal en cada entradadyt A... Adx* = 0 si uno de los
indicesy; aparece al menos dos vecesy du# A ... Adxtr = SgP)dx*Pw A... AdxP0. El espacio
vectorial de formas de orden r eald se denota pof2, y el conjunto de r-formdg.16/forman una

base de},(M). Un elementaw € Q| se puede escribir como

donde las componentes, ., Son totalmente anti-simétricas.
Al igual que los tensores en general, se pueden considésamas suaves en una variedad M,

formando un campo de r-formas denotado Q5({M).

Como se vio anteriormentex A ... Adx* = 0 si se repite algin indicg;, entonces se tiene

m _ m . .
= r,(mL'_U, maneras de elegir bases no nulas, por lo tgnto es la dimension del
r ' ' r

espacio vectoria|,(M). La igualdad

hace quedimQp,(M) = dimQF "y,
r m—r

como son espacios vectoriales de dimension fi@{gM) es isomorfo Q7" (M).
Definicion 5. Seamo € Q§(M) y & € Q1 (M). El producto exterion : Qf x Qf — Qi (M) esta
definido por

1
(A E)(Vl,...,VqH)UW qu)w(Vp(l),...,Vp(q))E(Vp(q+1),...,Vp(r)), (A.18)

PR,

dondeV; € TpM.
El producto exterior tiene una serie de propiedades quaarmandestacar.
Propiedad 1. Seahe Q9M), n € Q"(M) y w € Q%(M). Se cumple entonces

| EAE=0siqgesimpar
I &nn=(-1)"nn¢

M (EAn)Aw=~£&A(nAw) (asociatividad).
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La diferenciabilidad es otra operacién importante en lo specta a formas diferenciales, es
por eso que conviene introducir dicha operacion.
Definicion 6. Seav € Q" (M) que se expresa en la base de r-formas com@ﬁwulmurdx“liiiﬂr.

La derivada exteriod, es un mapa, : Q" — Q"1 que se define como

_ 1 a(A)l‘llwl—lr

drw= r oxv

dx! Adxtt AL AdXH (A.19)

Utilizando el lenguage de formas diferenciales, uno puedel®r las operaciones usuales del
calculo vectorial[[52]. Sitomamos las formas diferendadiefinidas en el espacio euclideo tridi-
mensional]®

I w=f(XY,2)
I w = w(Xy, 2)dx+ wy(X,y, 2)dy+ w,(X,y, 2)dz
M wy = wy(X Y, 2)dXA dy+ wy(X,Y, 2)dyA dz+ w(X,y, ) dyA dz
IV w3 = WXy, 2)dxAdyAdz
Sus derivadas exteriores correspondientes serian
| day = g—;der g—;der z—idz
Il dwy = (dwy/0x— dwy/dy)dxAdy+ (dw,/dy — dwy/dz)dyAdz+ (dwy/0zZ— dw,/dx)dzA dX
N wy = (Owyz/0X+ 0w/ 0y + dwyy/0Z)dXA dyA dz

IV w;=0.

La accion de d sobrey, resulta ser el gradiente, solg es el rotor y sobrev, la divergencia.

Hay dos propiedades importantes de la derivada exteriosguunciaran a continuaciéon. La
primera tiene que ver con la regla de Leibniz pero modificqulepadamente.

Propiedad 2. Seahe Q9y w € Q, entonces

d(& A w) = (d&) A+(—1)% A (dw). (A.20)

La definicion 2 hace la derivacion compatible con (ll) de lapiedad 1. La otra propiedad muy

importante es la nilpotencia de la derivada exterior.
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Propiedad 3. Sea € Q", escrita en la base de r-formas cowc= r—llwm,___’u,dxful AL A,
Entonces se cumple quie, d;w = 0.

Esta propiedad resulta directamente de la definicion 6 y @erdanutatividad de las derivadas
parciales. En efecto, la derivada parai‘éh)ulmur/dx“axﬁ es simétrica en los indicesy 3 pero
dx? A dx? es anti-simétrica en estos indices, produciendo un resuttalo.

A.4 Grupos de Lie

La idea clave de un grupo de Lie es que es un grupo en el sergig, ypero con la propiedad
adicional de que también es una variedad diferencial. Laidifn formal de un grupo de Lie es la
siguiente:

Definicion 7. Un grupo de Lie G es una variedad diferencibale esta dotado con un grupo de

estructura tal que las operaciones del grupo
1.:GxG—=G,(9,%) — 9" G-
2 1:G—-G,g—gl

son diferenciables.

A.4.1 Algebras de Lie

En esta seccién escribiremos los conceptos necesariogalwas de Lie para su uso posterior,
tanto notacion y convenciones son presentadas.

Como preliminares, comenzamos con las definiciones patéae Decimos que L es un algebra

de Lie si se cumple lo siguiente:

1.- L es un espacio vectorial sobre un campo K.

2.- Existe un mape@]: L x L — L tal queVu,v,w € L y VK se satisface.
2a.- [u,v]=-[v,u] (Antisimetria).

2b.- [u,v+aw]=[u,v]+a[u,w] (Bilinealidad)

2c.- [u,[v,wW]]+[v,[w,u]]+[w,[u,v,]]=0 (Identidad de Jacobi)

Dado que L es un espacio vectorial, existe un conjunto deorext{generadores del algebra)

&L

Y que cumplen lo siguiente

.....
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[&,6] =Cijké, (A.21)

a las constanteSijk se les llama cosntantes de estructura.

Supongamos que hacemos un cambio de base, es decir, uiartratsdn de la forma

& = imén. (A.22)

De lo anterior se deduce

[(31(7@(]] = aimajncmnré(r = aimajncmnr(ail)rsé(g, (A.23)

es decir, la forma en que las constantes de estructura séotmaan bajo un cambio de base es la

siguiente:

Ci/js = aimajncmnr(a_l)rs- (A.24)

Sea un algebra de Lie n-dimensional, si existe un maped lmela — gl(n), dondegl(n) repre-
senta todas las matricas< n, entonces se dice quees una representacion del algebra L siempre
que la imgen eyl (n) preserve las relaciones que definen al algebra. En otrasras)as equiva-
lente trabajar con los elementos del algebra L o con unasepi&cion de la misma.

Dado quep es un mapeo lineal, éste se puede representar por una raattiznas, dadas las
constantes de estructura de un algebra éstas definen usaamrtacion del algebra definiendo las
matricesT; de la siguiente manera

(Ad(Ti))jk = (Ti) jk = Cij (A.25)

A esta representacién del algebra L se le conoce como repaesn adjunta. Con lo anterior-

mente discutido se define la forma de Killing como

gij = Tr((Ad(Ti)Ad(T;)), (A.26)
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y de [A.24) se deduce qug; no depende de la base escogida, o bien, gjueepresenta una

cantidad tensorial, mas explicitamente

gi; = &majndmn, (A.27)

0 en forma matricial

g =AgA'. (A.28)

Sabemos que dada una matriz simétrica X con coeficientesaoters esta puede ser diagonal-

izada mediante una matriz ortogonal U, de la forma siguiente

Xg=UXUT, (A.29)

dondeUT es la matriz transpuesta tg X4 es la matriz cuyos elementos en la diagonal son los
eingenvectores de X y dontdecumpleUU™ =UTU =1, siendo | la matriz unidad n-dimensional.
Mas adelante estaremos trabajando con formas de Killingtsras y con coeficientes reales de tal
manera que la discusién anterior es valida y por tanto seleugue dadas 2 métricas de Killing de
una misma algebra de Lie pero expresada en 2 bases disBriersdsa que

gy = UguT, (A.30)
gg = UguT. (A.31)

de tal forma que usandb_(A128)[y (Al31) obtenemos

gy =CaCT, (A32)

donde ahor& = U’AUT. Dado que al diagonalizarse la matriz sus elementos songesvec-
tores, entonces con ello habremos resuelto el problemactatear cual algebra de Lie define cada
una de las estructuras simplécticas ya que basta con cangbamamero de elementos positivos,

negativos y cero de cada forma de Killing diagonal.



Apéndice B

Formalismo de Dirac aplicado a la

accion exotica: caso Abeliano

La accion que se estudia en este apéndice es dada por

SA g = /%s“” (AL auA +NeLdyer )dX, (B.1)

donde A, es el potencial de gauge canr=0,1,2 que denota las componentes de espacio-tiempo. Se
utliza la siguiente convencic?'? = — gy =1y g,y = diag(—1,1,1). La ecuaciones de movimiento
son obtenidas dé (B.1) y son

5S[Aae] . uvp I

Sl eH'PAOve, =0, (B.2)
5S[Aae] . uvp I

AT e"Po,A,' = 0. (B.3)

Se puede observar de (B.2)

Se realiza el analisis Hamiltoniano de la accion {B.1); fiaxear a cabo esto, se realiza la des-
composicion 2 + 1y se introducen los momentos canonicosigadps(ri®, p?) a (AL, €),) dados
por

_ 0L 1 g,
m = A S€" A, (B.4)
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| = ﬁ == 58 ey|, (BS)

el paréntesis de Poisson entres las funcionales con laggaeastrabajar, se define como

{AL(), T ()} = 8 8;8*(x—Y), (B.6)
{€,(X), 3 (y)} = 8, 8;8*(x—), (B.7)

se obtienen las siguientes restricciones primarias

o = n’=0,

Po= ﬂa—éfoabAblf“v’O,

g = =0

o = p?—%f“""bemwo. (B.8)

A partir de las condiciones de consistencia sobre las ci&siries primarias, se obtienen las sigu-

ientes restricciones secundarias

Wi
W o= 20, ~0. (B.9)

2aapla ~ 07

Para esta teoria no se encuentran restricciones terciBgealas restricciones primarias y secun-
darias, se necesita identificar cuales corresponden a Ipgrdera clase y cual a las de segunda
clase. Para realizar esto, se necesita calcular el rang® weltores nulos de la siguiente matriz
de8 x 8 cuyas entradas estan dadas por los corchetes de Poissofaeméstricciones primarias y
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secundarias

®:"(y) P57 (y) Ws(y) Wi(y)
d' X ({d X, {d'X0.P50} {d' X, e} {g'(x), P}
W O () | {10, (M} {0, D5} {PF X, ¢u(y)}  {P{ (x), Wa)} 5(x—y),
G [ {w(x),0:" ()} {wix),2300)F W)Wy} {vix),Yy)}
W) \ {1 (X), o' ()} (¥, 50} (Wi, uy)} {Pi(x), ¥y}
(B.10)
la forma explicita de las entradas de la mafriz (B.10) es&itas por
{@X). By} = —Ae"nyd(x—y),
(@), Py} = o,
(@), W} = —Ae™nidya*(x—y).
{OF(0, D5(y)} = —&%nud*(x—y).
{OF (%), Wa(y)} = —e"nydyd*(x—y). (B.11)

La matriz [B.10) tiene rango 4 y 4 vectores nulos, esto sigmifjue la teoria presenta cuatro re-
stricciones de primera clase y cuatro restricciones denslegclase. Usando los vectores nulos de

(B.10) [67], se pueden identificar las cuatro constriccsotke primera clase

¥ = pl=0,

¥ = 20apf -t ~0,

¥ = m'=0,

W = 20— 3,WR =0, (B.12)

y el rango nos permite identificar las siguientes cuatraioegtnes de segunda clase

A
X = pi”‘—gsoabeou ~0,

1
Xt = m—-g%A, ~0. (B.13)

2
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Los corchtes de Poisson entre las restricciones [B.12)A8jBque son diferentes de cero, son

XXXy} = —NAe"Pn;82(x—y),
X2y} = —%n 8 (x—y). (B.14)

Los corchetes de Posisson dados por (B.14) se utilizan pasdrair la siguiente matriz

-N 0
Cab — ( ) Soabn|352(x— y)’ (815)
0o -1
y su inversa esta dada por
L
[Cab]*l — ( 8 . ) EOaanéz(X—y). (816)

Con todos estos resultados, podemos eliminar las resineside segunda clase mediante la
introduccioén de los corchetes de Dirac. Por lo tanto, lostoetes de Dirac entre dos funcionakes

y B es expresado por

{AX),B(Y)}o = {A(X),B(y)}p —/dUdV{A(X%Za(u)}[Cab]*l(UN){Zb(V),B(y)}, (B.17)

donde{A(x),B(y)}p es el corchete de Poisson entre dos funcionaleB, {3(u) = (x!,x?) son
las constricciones de segunda clag€3] ! esta dada pof{B.16). Con todos los elementos antes

mencionados, se puede construir los corchetes de Diracteeria

(0080 = o (x-) (8.18)
08w = e85 x—y). (8.19)
{p{(9, PiN}o = %s‘)abmﬁz(X—y), (B.20)
(A0, A)}p = &aonV & (x—y), (B.21)

Ao = B8y, (8.22)
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{9, 18y} = is(’at’mﬁz(X—y), (B.23)
{h(x), W} = &% (x—y), (B.24)
(A ). (Yo = 8)6*(x—Y). (B.25)

Por lo tanto, con el fin de cuantizar la teoria, se considees adstricicones de segunda clase

(B.13) como identidades fuertes y los corchetes de Dirac@myeven a conmutadores. Vale la

pena comentar, que los corchetes de Dirac (B[18)-[B.25)s@aso particular del caso no abeliano
reportado en [66].



Apéndice C
Fijacion de la norma

A pesar de que se ha eliminado las restricciones de segussia els necesario eliminar toda la
libertad de norma de la teoria. Con el fin de lograr este @bjetienemaos que imponer condiciones

de norma. La fijacién de norma se elige el de Coulomb y el teatpor

Q = €=0,

Q, = 0%, ~0,

Q = A{) ~ 0,

Q, = *Al~o, (C.1)
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de este modo se obtiene el conjunto completo de restricod@segunda clase

X |1

Xt

XP

xit

VG

Xr

X1
Xs
X
X 1I 0

Ahora, con el fin de construir los

= 20ap; — dagf" = 0,

= quzo’

== 2(9aTI|a - 0aq-’? ~ O,

= 0°A,~0. (C.2)

corchetes de Dirac, se ftacealcular la matriZC;, cuyas

entradas estan dadas por los corchetes de Poisson ensttaxiones de segunda clase {C.2). La

matrizC,p, tiene la siguiente forma

0 -Any 0 0 0 -—§a 0 O 0 0 0 0
Ay o o0 0 0 =% O O 0 0 0 0
0 0o 0 -§ 0 0 0 0O 0 O 0 0
0 o & o0 0 0 0 0O 0 O 0 0
0 0 0 0 o -0 o 0 0 O 0 0
Ci— -olg, g, 0 0 dO? o0 0 0O 0 O 0 0 S(x_y).
0 0 0 0 0 0 0 -3 0 0 0 —&a
0 0 0 0 0 0 A 0O 0 O 0 90,
0 0 0 0 0 0 0 o 0 -§ o0 0
0 0 0 0 0 0 0 0o & o 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o -§0?
0 0 0 0 0 0 -0l —dd 0 0 0% 0
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y su inversa esta dada por

0 N 0 0 —A1pV % 0 0 0 0
—A1pgV 0 0 0 A1ph % 0 0 0 0
J
0 0 0 5 0 0 0 0 0
0 0 - 0 0 0 0 0 0
2
—113 %2 —1,13 9 J 1
AT Z ATV 0 0 ? 1 & 0 0 0
caby1 0 0 0 0 -3} 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 n" 0
0 0 0 0 0 0 —nW 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -3}
0 0 0o 0 0 0 M SZ a0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

De esta manera, mediante el uso de la definicidon de los cescHetDirac entre dos funcionales
(B.17), obtenemos los siguientes corchetes de Dirac esgredmpos

b
{400, B3 )1 = 8'5(8% — 2 )3(x ),

{eh(x). &)} =0,

{pR(x), P(¥)}p =0,

{m(x), 7 (y)}o = 0.

Podemos observar que estos corchetes coinciden con logackls mediante el formalismo de FJ

en el capitulo 7.

(€3

(C.4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)
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Formalismo de Dirac aplicado a la

accion de Bonzom-Livine: caso Abeliano

La accion que se estudia en este apéndice es dada por

1

| |
\/W/A AdA +sv/AJE Ada

= /Soab[ (y\?’ﬁ/\_ﬁel)) Fabi + (y%+e£> Aal + (S\/J/Te}) +A{)> Tai

(g a)e]

dondeA} and€f; son el set de campos de norma valuadod) €f). Se introducen los momentos

Sbeliangp o — /Ze'/\F|[A]+

candnicos conjugados definidos como

0% 0Ap 1

rq‘ = = - A D.2
oA, ¢ VIAy ol €01 | (-2
0% [ Sv/| N\

p = —aé'/\ =g0p Aol + J/ | o1 (D.3)

despues de realizar el andlisis canonico, se obtiene ekstguresultado: el sistema tiene cuatro

restricciones de primera clase
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Y = p=0,
V= 20ap; — Oagf = 0,
Y = m'~o0,
V'o= 20, — 0,07~ 0, (D.4)
y 4 restricciones de segunda che
X5 = pt—e"[Ay +Qey] ~0,
X5 = - [BAy +en] < 0. (D.5)

Los corchtes de Poisson entre las restricciones (D[4) y) (Bue son diferentes de cero, son

(XEX), XDy} = —2Qe%05;6%(x—y),
XEX). x5 ()} = —2e%§;8%(x—y),
G0 x5} = —2B%§;8% (x—y). (D.6)

Los corchetes de Posisson dados por](D.6) se utilizan pasdrao la siguiente matriz

—2Q -2
c— £%%05,;5%(x - y), (D.7)
-2 2B
y su inversa esta dada por
_ B -1

con todos estos resultados, podemos eliminar las restneside segunda clase mediante la in-
troduccién de los corchetes de Dirac. Por lo tanto, los @ieshde Dirac entre dos funcionaley

B esta expresado por

ILa forma de obtener las restricciones de primera clase ynsegtlase es analoga a lo que se realizo en el apéndice
A
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{AX),B(Y)}o = {AX),B(Y)}p — /dUdV{A(X)Ji(U)}[C”]*I(U,V){Zj(V),B(y)}, (D.9)

donde{A(x),B(y)}p es el corchete de Poisson entre dos funcionaleB, {3(u) = (x!,x?) son

las constricciones de segunda clas€3P] ! esta dada pof{D.8). Con todos los elementos antes

mencionados, se puede construir los corchetes de Diracteeria

{eh(¥),&(y)}p
{Aa(¥),&(y)}p

{e(x), P3(y)}o

{PR(x), P5(Y)}p

|4

V3N (x—y),
2 Al ) e Y

Vz 1J x2
—WSOab(S 07 (X—y),
1
SOReI 5 (x—y),

S ’/\’ 0ab 2

VIS 52(x —
2y £°9°930%(x—y),

sVIAly

2(s—y*)

1

5 O00N 5 (x—).

gSOabéu 52()(_ y)7

1
§‘,‘:Oabal‘:| 52(X—y),
8% (x—y),

562 (x—y), (D.10)

£0apd 8% (X — ),

Por lo tanto, con el fin de cuantizar la teoria, se consideees agstricicones de segunda clase

(D.5) como identidades fuertes y los corchetes de Dirac emyeven a conmutadores. Vale la

pena comentar, que los corchetes de Dirac (D.10) son un eaoutar del caso no Abeliano re-

portado en[[6]7].



Apéndice E
Fijacion de la norma

A pesar de que se ha eliminado las restricciones de segussia els necesario eliminar toda la
libertad de norma de la teoria. Con el fin de lograr este @bjetienemaos que imponer condiciones
de norma. La fijacién de norma se elige el de Coulomb y el teatpde este modo se obtiene el

conjunto completo de restricicones de segunda clase

Q = e{) ~ 0,

Q, = 9%, ~0,

Q; = A{) ~0

Q, = 0°A~0,

Q; = p'~0,

Qs = 20ap7—daxii =0,

Q, = m=0,

Qs = 20.7F — daxs <O,

Qo = pf—&"[Ay+ Qe ~0,

Qi = 1 —€"P[BAy +en] ~0. (E.1)
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las entradas de la matr@, esta formada por los corchetes de Poisson entre las castes [E.11),

la estructura de la matriz esta dada por

—2Q¢g%3bg ;o 0 0 oz —2elabg, 0 0 0 0
0 0o - 0 0 0 0o 0 0 0
0 8o 0 0 0 0o 0 0 0
0 0 0 0 502 0 0 0 0 0
150 172
G(X Y) _ 3408 o o -3 0 0 0 0 0 0
) —2¢g0abg 0 0 0 0 —2Be%bg; o 0 0 3o
0 0 0 0 0 0 o -y 0 0
0 0o 0 0 0 0 30 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 502
0 0o 0 0 0 3}ap o 0o -3 o
2
x 0% (X—y). (E.2)
la inversa deG es
13 B | Bop 13 1 1 op
£0abd" 55 00 eandpt 0 —£0ab0" 75 00 —enand gty 0
0 o 9 0 0 0 0o 0 0 0
0 -8 0 0 0 0 0o 0 0 0
a &) 22
£0bad’ 2‘;"3; 0 o0 0 o emdlgn 0 0 0 0
sl
J
G -1 0 0o 0 B 0 0 0o 0 0 0
[ (X’y)] - 19 1 | _oP 130 | o
—€&0apd’ 76 0 0 —£€0ahd) 2012 0 £0abd’ 56 0 0 £0ab0) 2002 0
X X
0 0o 0 0 0 0 0o g 0 0
0 0 0 0 0 0 -3 0 0 0
J
g5l R 3 Qof 9
ewad jrg 0O 0 0 €ovad) 55 0o 0 (: o
5
0 0o 0 0 0 0 0o 0 = 0
Hx
2
X0 (X - y)7

se define la variablé® = BQ — 1. Despues de haber determinado la inversa&dse procede a
construir los corchetes de Dirac, estos corchetes estans ghad

{ehX), W} = 5'3(5ba—aam—‘zb)5(><—y),

{eix),8y)}> = 0,

{Pf0, B8} = o,

(A, B(W)}o = 5'J(5ba—aam—ib)5(x—Y),

{A0), AV} = 0,

(X, DY)} = 0 (E.3)
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Asunto: Se cita al examen de grado de Doctorado en Ciencias (Fisica) del
M.C. Jaime Manuel Cabrera.

Fecha: ueves 25 de febrero de 2016

( C- [._ xpe (i iente.

1

Me permito informarles que el Comité Académico del IFUAP, los ha
designado integrantes del Comité para el Examen de Grado de Doctorado en
Ciencias (Fisica) del M.C. Jaime Manuel Cabrera, con su tesis titulada:
“Andlisis de sistemas dindmicos describiendo relatividad general en tres

dimensiones”, que presentard el dia martes 1ro. de marzo de 2016 a las

10:30hrs. en el auditorio del IFUAP.

ATENTAMENTE

:
Secretario Academico
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